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第 一 部 分 


线性 代数 


第 一 章 向 量 空 间 


1.1 引 论 
我 们 通过 叙述 向 量 空间 的 概念 开始 代数 的 学 习 。 读 者 可 能 因 


为 在 物理 学 中 碰 到 过 向 量 而 熟悉 它们 了 ， 它 们 被 大 小 与 方向 所 确 
定 ,因而 从 本 质 上 说 是 几何 量 , 但 是 ,如 果 我 们 希望 解决 向 量 方面 
的 一 些 问题 ， 仅 在 纸 上 画 箭头 是 不 够 的 。 我 们 必须 学 会 按 某 些 规 
则 进行 向 量 的 运算 ， 而 这 些 规 则 又 必须 与 物理 学 的 经 验 一 致 。 我 
们 将 介绍 一 种 向 量 的 代数 ， 它 仅仅 是 建立 在 向 量 加 法 与 纯 量 柔 法 
这 两 种 运算 的 基础 上 的 .这 将 导致 我 们 把 向 量 空间 定义 为 一 个 数 
学 系统 ， 其 代数 性 质 类 似 于 物理 学 中 的 疝 量 . 

数学 中 向 量 空间 的 例子 以 拾 丝 是 ， 其 中 不 少 还 是 科学 工作 者 一 
感 兴趣 的 .我 们 在 这 一 章 及 后 面 儿 章 中 将 看 到 这 一 点 . 


1.2 向 量 


由 大 小 和 方向 所 刻画 的 物理 量 ,例如 力 、 位 移 、 速 度 和 加 速度 ， 
称 为 向 量 .在 图 上 ,向量 用 一 个 带 箭头 的 线段 表示 ,箭头 确定 了 它 
的 方向 ,而 根据 给 定 的 尺度 ,用 线段 的 长 度 表示 癌 量 的 大 小 .以 下 
我 们 将 用 黑体 字 表 示 向 量 ， 作 如 v。 若 v 的 起 点 与 终点 分 别 为 4 
与 她, 则 我 们 还 可 以 记 

两 个 长 度 相 等 ,方向 相同 的 带 第 头 的 线段 确定 同一 个 向 量 ,而 
不 管 它们 在 纸 上 的 位 置 怎样 .于 是 ,在 图 1 中 


一 人 > 
AB=v=u, 


8610062 


虽然 向量 本 质 上 是 几何 量 ， 但 在 这 里 我 们 所 关心 的 却 是 向 量 
的 代数 性 质 , 亦 即 , 在 我 们 即将 引入 的 某 些 合成 规则 (向 量 加 法 与 
减法 . 纯 量 乘法 ) 下 ,向 量 的 有 关 性 质 ， 
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图 1 向 量 的 相等 
1.3 向 县 代数 的 法 则 


法 则 环 : 

按照 向 量 加 法 的 三 角形 法 则 可 以 把 两 个 向 量 v 及 w 相 加 ， 得 
出 难 一 的 第 三 向 量 v+ w, 它 称 为 v 与 w 的 和 (图 2 )， 把 w 的 起 
扩 放 到 vY 的 终点 上 ， 则 从 v 的 起 点 男 到 Ww 终点 的 第 头 表 示 v 二 w. 
即使 v 和 w 是 同 向 (或 反 向 ) 的 向 量 ， 这 个 法 则 仍 适 用 ,虽然 在 这 
种 情况 我 们 得 到 的 三 角形 是 退化 的 ， 


一 下 下 > 
i 一 一 一 一 
一 一 一 人 ww 
图 2 向 量 加 法 


在 vt+w” 中 的 加 号 表示 向 量 加 法 ， 而 且 这 个 加 号 和 用 于 加 数 
的 加 号 有 相当 不 同 的 功用 、 严 格 地 说 ， 我 们 应 当 发 明 一 个 新 符号 
来 表示 向 量 加 法 . 然而 ,在 不 致 产生 混淆 的 情况 下 ,特别 是 为 了 强 
调 这 些 运算 的 共同 特点 时 ， 数 学 家 们 乐意 用 同一 个 符号 来 表示 不 
同 的 运算 。 在 革 则 II 和 III 中 给 出 了 两 种 加 法 的 重要 的 共同 性 


名 4 人 


质 . 

法 则 II 

向 量 加 法 是 可 交换 的 , 即 对 一 切 向 量 Y,w 有 
V+W=W+i+y, 


由 图 3 ， 这 是 显然 的 . 


图 3 交换 率 ; V+W=W+i+v 


法 则 III 
问 量 加 法 是 可 结合 的 , 即 对 任意 三 个 向 量 uyvyw 
(Uv)+wWw=u+ (Y+w). 


这 里 括号 指明 了 进行 加 法 的 次 序 . 为 了 证 明 结 合 律 ， 参 看 图 4 . 


图 4 ”结合 律 : (UV)+W=u+(Y+Ww) 


这 个 法 则 表明 , 当 求 三 个 向 量 uv,w 的 和 的 时 候 ， 先 求 u 与 
v 的 和 还 是 先 求 v 与 w 的 和 都 可 以 .于 是 我 们 可 以 把 和 写作 u+ 
v+Ww 而 不 会 有 异 义 . 
一 >” “一 > -一 > 
依次 用 04, 4B 与 BC 代表 问 量 uyv 与 w。 图 4(a) 说 明 


ea， 5 。 


了 w 加 (utv)( 用 08 代表 ) 的 加 法 ,而 在 图 4(b) 中 ,是 把 (v+w) 
(用 4C 代 宕 ) 加 到 uu 上。 两 种 情形 下 结果 都 是 向 最 0C， 

设 v 和 ww 是 有 相同 长 度 而 方向 相反 的 向 量 (图 5 )。 由 三 角 
形 靶 则 , 0 表示 v+v ,而 C 和 0 是 重合 的 ， 于 是 v+v 是 长 度 
为 零 的 向 量 (并 因此 没有 特定 的 方向 )， 下 面 的 法 则 给 出 了 这 个 向 
量 的 代数 性 质 . 


法 则 1Y 


,二 A 存在 一 个 零 向 量 
y > 0 , 对 一 - 切 v 有 性 质 


V 十 和 一 8+Vv 一 V， 
Oc 


图 5 的 风量 Y,v 满 
图 5 足 代 涩 法 虽 
viv’ 二 0, 
和 普通 算术 相似 , 自然 地 可 记 
Vv 一 一 VY，。 


法 则 V 
对 每 个 同 量 v 存在 一 个 同 量 一 v, 满 足 
v+( 一 v) 一 (一 v) +TV==0。 
一 V 称 为 v 关 于 加 法 的 着 问 量 , 或 者 v 的 负 回 量 . 
现在 我 们 可 以 用 


Vv—Ww=v+(—w) 


来 定义 向 量 减法 ， 图 6 说 明了 这 一 点 . 


6 向 重 减 法 


问 量 涛 法 很 象 普通 减 纺 。 侈 如 ,如 采 我 们 已 知 


UV 二 WwW, 
我 们 可 由 这 些 法 则 断言 
Vw- 
因为 
wu 一 (根据 定义 ) 
={u+Vv)+(—u) 
二 ut+(v+( 一 u)) (根据 绪 合 律 ) 
=uT( uty) (根据 交换 律 ) 
二 (ut+ (一 u))i.v (又 根据 结合 律 ) 
=D+v (根据 法 则 V) 
=Y (根据 法 则 IV) 
法 则 VI 


可 以 用 一 个 数 ( 纯 量 ) 来 乘 一 个 向 量 v， 得 到 一 个 向 量 Rv， 
也 量 kv 的 大 小 为 v 的 大 小 的 | 傍 。 当 & 为 正 的 时 , kv 与 
Vv 同 间 ; 当 & 为 人 负 的 时 ,kv 与 Y 反 向 (图 7 ). 


图 7 向 量 的 纯 各 乘法 


法 则 VII 

下 面 的 运算 规则 对 任何 纯 量 和 向 量 成 立 : 

(i) kl(utv)= kut kv 对 回 量 加 法 的 分 配 律 。 
(ii) (kT+IDv=Ekv+lv 对 纯 量 加 法 的 分 配 律 。 
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(iii) (kD)vY=k(ly) 纯 量 乘法 结合 律 . 
(iv) 1:v=v 纯 量 单位 律 . 
用 画图 的 办 法 容易 看 出 向 量 确实 请 足 这 些 运算 规则 . 
向 量 代数 法 则 一 览 
现在 我 们 来 总 结 向 量 代数 的 法 则 , 不 再 引用 在 物理 问 量 相应 
情形 中 它们 的 几何 意义 .这 种 纯粹 代数 抽象 是 向 量 空间 一 般 定义 
的 基础 . | 
法 则 了 I 到 VY 关于 向 量 加 法 
1. 可 以 把 两 个 向 量 v 与 w 相 加 , 得 到 称 为 和 的 第 三 个 疝 量 
V+w。 这 称 为 向 量 加 法 的 封闭 律 . 
II 向 量 加 法 是 可 交换 的 . 
II. 向 量 加 法 是 可 结合 的 ， 
IV. 存在 一 个 零 向 量 , 用 0 表示 ,对 一 切 v 有 性 质 
V+0=0+v=Y., 
V. 对 任何 向 量 v, 存在 一 个 相应 的 向 量 一 v, 称 为 v 的 负 向 量 
或 逆向 量 , 有 性 质 
V+(—Vv)=—v+v=0. 
”法 则 VI 和 VIT 关于 纯 量 乘法 
VI. 一 个 纯 量 月 和 一 个 向 量 v 的 积 Rv 本 身 是 一 个 向 量 。 这 称 
为 纯 量 乘法 的 封闭 律 . 
VII. 纯 量 乘法 满足 分 配 律 
(i) Ru+TV) 一 Ru 二 RV 
和 
(ii) (RkR+IDv=Rkvy+ly, 
满足 结合 逢 
《ii (RL)v= Ek(lv), 
以 及 纯 景 单位 律 


(iv) 1:v=vY, 


虽 着 。 


”上 述 7 条 法 则 好 象 是 从 向 量 服 从 的 规则 里 相当 随意 挑选 出 来 
的 . 其 实 我 们 的 挑选 有 两 条 理由 。 首先 , 这 些 法 则 足以 完全 描述 
问 量 在 问 量 加 法 与 纯 量 乘法 下 所 有 具有 的 性 质 ， 任 何 这 方面 的 性 
质 都 是 这 七 个 法 则 的 推论 ， 其 次 , 这 些 法 则 容易 用 群 这 一 概念 的 
语言 来 记忆 .我 们 后 面 将 有 一 章 研 究 群 的 概念 . 网 量 代数 的 头 五 
条 法 则 简单 地 叙述 为 在 向 量 加 法 下 向 量 的 集合 构成 一 个 交换 群 . 
于 是 ,用 群 的 概念 ,我 们 可 以 把 头 五 条 法 则 合 为 一 条 , 我 们 的 向 量 
代数 法 则 就 缩减 为 二 条 了 ， z 

现在 我 们 把 向 量 空间 定义 为 某 种 量 的 一 个 集合 %Y , 在 此 集 
合 中 ， 可 以 把 两 个 量 相 加 或 用 纯 量 乘 一 个 量 ,并 满足 法 则 I 到 
VIT。 7 的 元 素 称 为 % 的 向 量 . 

例 1 一 元 函数 

设 9 是 在 一 切 数 > 上 都 有 定义 的 所 有 函数 的 集合 ， 

例如 ,由 


f(x)=sinw 


X2(XY 0) 
es)= (zx<0) 
定义 的 函数 了 和 8 属于 区 .我 们 可 以 定义 了 了 和 & 的 和 了 +g， 
它 在 zx 上 的 值 是 
(f+g)(z)=f(7)+ g(r). 
我 们 还 可 以 用 一 个 数 ( 纯 量 )k 乘 了 而 得 到 困 数 Rf ,定义 
(Rf)(Z)= EIR). 
如 果 把 > 中 的 函数 当 作 向 量 , 那 末 容易 验证 % 是 适合 法 则 工 到 
VI 的 . (定义 零 图 数 0 为 ， 9(x) 一 0, 对 一 切 x; 定 义 卫 的 负 函 数 
为 一 了 = (一 1) 了 .) 于 是 YY 是 一 个 向 量 空间 . 
如 果 向 量 空间 % 中 的 向 量 的 一 个 集合 s2 本 身 也 构成 一 个 
问 量 空间 〈 对 于 相同 的 向 量 加 法 和 纯 量 乘法 ) ， 那 末 22 称 为 


ea 0 。: 


的 子 空间 , 且 记 作 S99。 如果 不 包含 or 的 每 个 向 量 , 那 末 
称 儿 为 的 一 个 真子 空间 , 且 记 作 2 和 和。 

例 2 连续 函数 

设 沪 的 定义 如 例 1 ， 9 是 % 中 一 切 连 续 国 数 的 集合 。 
于 是 例 1 的 了 属于 经 而 g 不 属于 2。 现在 我 们 来 证 明 2 是 
9 的 真子 空间 。 法 则 工 在 2 里 成 立 ， 因 为 两 个 连续 函数 的 和 也 
是 连续 函数 ， 因 此 属于 2、 法 则 Y 和 YVI 因 相似 的 理由 而 成 
立 。 用 国 数 0 属于 2 , 因此 法 则 IV 成 立 ， 剩 下 的 法 则 是 关于 运 
算 方 法 的 ,而 因为 对 和 它们 是 成 立 的 , 所 以 对 2” 不 必 再 验证 了 。 
最 后 ,2 中 存在 不 属于 2 的 函数 .于 是 CY 

例 3 微分 方程 的 解 找 合 

简 谐 运动 的 微分 方程 为 


a? | 
T+ oy = 0. (w=><0), 


它 的 所 有 解 的 集合 % 构成 一 个 向 量 空 间 . 假定 yi 和 ys 属于 
区 ， 则 


dad 
(yi y2) + oy1+ ys) = 人 (5 二 十 oy1 )+ 二 (与 汰 二 ozyaj 一 0， 


因此 yi+ya 属于。 这 样 ， 法 则 工 成 立 。 类似 地 可 证 明 法 则 
IV,V,VI 成 立 . (9 里 堆 问 量 是 零 范 数 9.) 这 就 得 出 9 是 一 个 
铭 量 空间 。 我 们 没有 解 这 微分 方程 就 证 得 了 这 点 。 大 家 知道 这 方 
程 的 通 解 是 
yt) 一 CSin OF 十 Dcos wit, 

其 中 a 和 5 是 任意 常数 ， 

例 4 物理 中 获 偏 微分 方程 

物理 中 出 现 的 三 个 最 重要 偏 微分 方程 是 ， 

(i) 拉 基 拉 拓 总 秆 


。I10 。 


禹 如 ,在 一 个 不 带电 的 空间 区 域 中 ,静电 位 V(x,y,z) 就 满足 这 个 
方程 . 
(ii 波动 方 和 


一 0。 


1 OU 
VU or 
描述 波 的 运动 的 负数 VCz ,yz; 引 适合 此 方程 。 
(iii) 栓 定 廖 方程 


__.2 
V+ BY=0. 


它 古 量子 理论 的 基础 .这 里 罗 (z,y,z) 描述 了 具有 质量 m 与 能 
量 吾 的 电子 在 电位 了 (z,y,z) 影响 下 的 运动 情况 . 

在 以 上 三 个 微分 方程 中 ,每 一 个 方程 所 有 解 的 集合 都 构 成 一 
个 同 量 空间 ， z 


练 习 
1. 证 明 微 分 方程 
dy y= =1 


2 
揭 解 集合 不 构成 一 个 向 晤 空间 ， 
【提示 : 证 明 囊 反 了 七 条 法 则 中 的 基 一 条 即 可 ,不 必 解 微分 方程 .] 
2. 由 法 则 证 明 
—(y—W)=Ww—y, 
-并 用 图 说 明 ， 
3. 证 明 向 量 减法 不 可 交换 也 不 能 结合 。 
4， 证 明 一 个 向量 空 间 中 只 有 一 个 零 问 晤 。 
[提示 :假定 0 和 0 是 两 个 零 向 量 . 用 两 种 方法 计算 ?+0…] 
5. 证 明 对 向 量 空间 的 任意 一 个 向 量 , 只 存在 唯一 的 一 个 负 向 县。 
[提示 。 假定 v' 和 Y"” 都 是 v 的 负 向 最 。- 用 两 种 方法 计算 .v' 二 十 Y .了 


* 了 TI 


6， 由 法 则 证 明 RO=0 及 0v=10 
[提示 ， 要 证 明 第 一 个 等 式 ， 只 要 将 分 配 律 用 于 关系 式 天 Y 二 ktv +0).] 
7。 证 明 洪 kKY=0, 则 =0 或 v=0. 


8。 用 法 则 验证 
34Y 一 V 二 V 十 V。 
请 注意 , 向 量 > v 没有 这 种 解释 . 
9. 证 明 
Vv=(—1)v, | 


即 用 纯 量 一 1 乘 v 得 到 v 的 负 向 量 。 

ee 展开 (一 1 二 HDV,] 

.。 设 是 同 量 空间 ,而 22 是 入 的 向 量 的 集合 :证明 如 果 2 的 向 量 

对 向 晤 加 法 和 纯 昌 采 法 湛 足 对 间 和 ， 则 52 是 2 的 一 个 和子 空 间 。 

11. 设 o 是 画 在 一 个 平面 中 的 所 有 向 量 的 向 量 空间 ， 单 位 长 度 的 向 量 
子 集 2 构成 % 的 一 个 子 空间 吗 ? 

12. 找 出 尽 可 能 多 的 向 量 空间 例子 。 回 忆 向 最 空间 两 个 本 质 特点 是 , 定 
义 了 (ii 向 量 加 法 ,(ii) 纯 量 乘法 , 且 使 得 在 这 些 运 算 下 , 读 系 统 是 封闭 的 
《法 则 工程 VID。 竹下 的 法 则 通常 是 容易 检验 的 . 


1.4 用 向 量 方法 解 某 些 问题 


用 向 重 方法 解 力学 问题 

例 5 B 市 在 4 市 北 偏 东 30 方向 距 4 400 英里 处 . 一 天 ， 
东风 以 40 英里 /小 时 稳定 地 刊 着 ,一 架 飞 机 用 最 大 速度 花 了 2 小 
时 从 4 飞 到 吾 . 如果 风向 、 风 速 保持 不 变 ,飞机 往 回 飞行 可 能 的 最 
短 时 间 是 多 少 ? 

在 4 到 B 的 飞行 中 ， 用 大 小 为 200 A 里 / 小 时 《〈 两 小 时 发 了 
.400 英 里 ), 方 问 为 北 偏 东 30 ”的 向 量 u 合 速度 . 我 们 有 

UW+Yy, 

这 里 v 表示 无 风 时 的 飞机 速度 ,而 w 表示 风 的 速度 (图 8 )。 

我 们 用 上 rl 表示 向 量 r 的 大 小 。 为 了 简化 计算 ,让 我 们 以 40 


了 2 。 


图 8 向 外 飞行 图 9 同 程 飞行 


英里 /小 时 为 单位 来 度量 ,这 样 1w1=1 且 1ul=5。 于 是 由 余弦 定 
理 
上 vy 基 = 有 + 一 2jalwjeos120” 
一 25 十 1 十 5 二 31, 
的 此 : : 
lv1 = V31. 
现在 考虑 回程 飞行 (图 9)。 这 里 由 
uC—~Wwiv” 
给 出 飞机 的 合 速度 ， 其 中 v* 表 示 静 止 空气 中 飞机 速度 ， 因 为 回 
程 飞行 还 要 求 尽 可 能 地 快 ， 所 以 我 们 有 
II=lvl=Ys 
《然而 要 注意 ,v 和 "不 是 相等 的 向 量 ， 因 为 它们 有 不 同 的 方向 .》 
租 余 弦 定 理 和 
vrP=e Prlwl—2lu"llwleos 60°, 
钥 此 站 
31 一 %2 二 1 一 Y， 
这 里 zx 一 |a*1， 于 是 加 
0 一 22 一 Y% 一 30 一 (YY 一 6)( 了 +5)， 


4 IT3 。 


严 什 解 从 出 了 lw 的 全 故 u" 的 大 小 为 6x 40 英里 /小 时 ， 而 右 
程 飞行 花 了 各 4 小 时 ， 即 1 小 时 40 分 名 


用 于 解 上 述 问题 的 方法 是 完全 刻板 的 ， 读 者 有 理由 怀疑 ， 解 
这 样 简单 一 个 问题 是 否 需 要 如 此 繁复 的 计算 .的 确 可 能 有 一 个 较 
易 的 解法 〈 见 本 节 末 的 练习 13) 

用 向 量 方法 解 几 何 问 题 

几何 中 许多 问题 都 可 归结 为 向 量 问题 ， 我 们 在 以 0 为 原点 的 
平面 中 。 可 以 用 向 量 04 来 表示 一 点 4， 这 个 向 量 称 为 点 4 对 于 
原 总 0 的 位 置 问 量 ， 


例 6 求 用 比 r:s 分 线段 4B 的 点 P 的 位 置 向 量 公 式 (区 
10). 


图 10 线段 4B 的 内 分 点 


我 们 已 知 4P:PB=7:s。 设 a,b 依次 是 4,B 的 位 置 向 量 
在 04 上 确定 Q@ 使 得 QP 平行 于 OB， 则 | 


QP= ——0B, 
7 二 8 


且 


” 了 和 


3 
了 7 十 S 


ee 
铀 此 运用 ?一 0P =08 + QP， 我 们 得 到 公式 


O00 = O04. 


Tr 
一 一 8 十 一 一 -b。 
十 3 7 十 


把 这 公式 用 于 =s 一 1 情形 ， 我 们 求 得 4B 中 点 的 位 置 向 量 
+b). 


例 7 证 明 三 角形 中 线 相交 于 一 点 ， 且 交 点 是 每 祭 中 线 的 二 
化 分 点 。 

在 三 角形 48C 中 (图 .11), 设 发 是 C 刀 中 点 。 设 abie 依次 
是 4 ,B，C 的 位 置 向 量 (对 于 一 个 国定 原点 0》， 则 到 的 位 置 抽 最 
是 


了 一 


是 1, 
Ey 


图 11 三 角形 中 线 的 共 点 


m= (b+e), 
同时 4 了 1 的 三 等 分 点 8 和 7T 依 次 有 位 置 向 量 
2 工 
号 一 a sn 
和 和 


® 于 三 昌 


t= a Sm. 
在 后 一 式 中 把 m 代 换 掉 ， 我 们 得 到 
t=3(a tb+e), . 
: t=3(atbte)=t 


-给 出 了 中 线 CWH' 靠 近 底 45 的 三 等 分 点 T' 的 位 置 向 量 t， 类 侯 
地 7 是 从 B 所 画 中 线 的 三 等 分 点 ， 这 证 明 中 线 共 点 ， 问 题 就 解决 
了 . 四 
上 述 问 题 里 选择 原点 0 是 非常 随意 的 。 以下， 我 们 将 从 图 中 
省 咯 掉 原点 ， 而 且 只 说 点 的 位 置 向 量 而 不 再 说 所 参照 的 原点 。 
上 面 求 出 的 三 角形 中 线 的 交点 了 可 以 看 成 (让 均匀 三 角形 薄 
板 4BC 的 质量 中 心 ， 以 及 (ii) 由 在 4,B,C 位 置 上 的 三 个 等 质量 
质点 组 成 的 质点 系 的 质量 中 心 . 
简单 的 质量 中 心 问题 常常 最 好 是 用 向 量 方法 解决 .在 下 例 中 
我 们 要 记 住 ,如 果 把 质量 为 m 与 ML 的 两 个 质点 分 别 放 在 4,B 琴 
点 , 则 此 质点 系 的 质量 中 心 G 以 及:m 之 比分 割 线段 48( 图 12) - 


图 12 两 个 质点 的 质量 中 沁 
利用 4， 瑟 的 位 置 回 量 ，G 的 位 置 癌 量 是 
m aa 2 b 
m+ AM m+ ” 


名 一 
质量 中 心 | 
们 的 质量 分 别 为 2,1,3,2 个 单位 。 求 此 质点 系 的 质量 中 心 (图 


.了 


43), 

如 果 卫 点 为 在 4,8B 的 质点 组 成 的 质点 系 的 质量 中 心 , Q 点 为 
在 0 ,D 的 质点 组 成 的 质点 系 的 质量 中 心 , 则 原 质点 系 等 价 于 在 了 
点 放 3 个 单位 质量 而 在 Q 点 放 5 个 单位 质量 所 成 的 质点 系 . 相应 
的 位 置 向 量 的 关系 是 


2 1 
p 一 -38 十 本 b， 
_ 36.42 
Q 一 于 ad. 


如 果 G 点 为 原 质点 系 的 质量 中 心 ， 则 由 在 己 、Q 的 两 质点 组 成 的 
质点 系 又 可 等 价 于 在 G 点 放 8 个 单位 质量 ， 因 此 ，G 的 位 置 向 量 
是 | 


3 9 
EgP" sy 


-二 (2a -b+3c+2d). 


图 13 四 质点 质量 中 心 
不 难 证 明 以 下 的 推广 ， 位 于 41, 42,.…,4, 质 量 依次 为 mi， 
mz, ,ms 的 质点 系统 的 质量 中 心 是 这 样 一 点 G ， 对 于 在意 一 个 
原点 ， 相 应 位 置 向 量 的 关系 式 


1 
二 一 | 说] 和 | -| 及 ® es 、 
8 nr 131 TT W282T tmar) 


给 出 了 G 。 


“17 = 


例 9 求 一 均 勺 固体 的 质量 中 心 ,这 固体 的 形状 是 以 4,B。、 
CO ,DD 为 项 上 尽 的 四 面体 (图 14)， 


图 14 四 面体 质量 中 心 


把 这 四 面体 切 为 平行 于 底 "BCD 的 三 角形 薄片 并 用 在 薄片 
质 生 中 心 的 等 价 质点 来 代替 每 个 薄片 。 所 有 这 些 质点 在 连 线 4 
上 ,加 是 底部 薄片 的 质量 中 心 ， 即 三 角形 BCD 的 中 线 交 点 。 因 
此 四 面体 质量 中 心 6 也 一 定 在 AB 上 . 注意 


e=3(btetad) 


给 出 妃 的 位 置 向 量 . 
因此 G 的 位 置 向 量 必定 形 如 


名 一 


7 8 1 
Tris" (ris) 了 (b+e+d)， 
或 更 简单 地 ,对 某 沼 数 (0 大 Rs1) 
g 一 Ea+ 二 人 1—k)(b+era). : (1y 
现在 以 顶点 妃 代 替 顶 点 4 ,以 “ 底 >CD4 代 杰 BCD, 根 据 类 
似 的 论证 ,我 们 断言 G 必 在 BF 上 ,这 里 


ea 了 8 。 


f 一 工 十 d 十 
一 ( a), 
还 断言 ,对 某 常数 i (0<1<1) 


g=lb + 本 (1 一 DCe+d 十 a) 


用 g 的 这 两 个 表达 式 比较 a 和 b 的 系数 , 我 们 求 得 =! 二 地 , 因 ， 
此 


g 一 二 (a+p+e+d)， (2) 

这 个 表达 式 关 于 a,b,e 和 dd 是 对 称 的 .这 是 我 们 意料 之 中 

的 ,因为 不 存在 位 置 向 量 a,b,e,d 的 任何 一 个 系数 不 同 于 其 余 随 
便 哪 一 个 系数 的 理由 . 


我 们 可 以 把 对 称 性 用 于 表达 式 (1), 得 出 = 记 (1 一 8), 或 
= 十 ,这 和 表达 式 (2) 一 致 / 


练 习 


13。 用 下 法 解 飞行 问题 ( 例 5)。 把 图 8 和 图 .9 拼 成 一 个 图 (OP 是 二 者 

公共 的 )。 可 知 因为 ||vi lv 站 ， 三 角形 RPQ 是 等 骆 的 。 证 明 
hu 守 =|iuil+1 单位 。 

14. 对 一 个 以 12 英里 /小 时 速度 向 南 骑 自行 车 的 人 来 说 ， 风 好 像 从 西 
边 吹 来 。 当 他 把 他 的 速度 增加 到 21 英里 /小 时 ， 风 好 像 从 西南 吹 来 。 求 风 
的 速度 . 

[提示 : 设 人 的 速度 是 v, 风 的 实际 速度 是 Ww, 则 人 所 感觉 到 的 风速 是 Ww 
一 V。j | 

15. 4BCDEF 是 正六 边 形 。 求 用 向 量 4B, 40， AD ,A 襄 和 47 所 表 
示 力 的 合力 . / 


[提示 ， 把 A 表示 为 40+0B, 这 里 0 是 这 六 边 形 的 中 心 , 诸如 此 类 ,] 


-9 19 。 


16，4BCD 是 平行 四 边 形 , 而 寻 是 BC 的 中 点 。 用 向量 方法 证 明 AM 
和 BD 互相 三 等 分 。 

[提示 利用 4,8,0,D 的 位 置 向 量 来 表示 4 烈 和 BD 的 三 等 分 点 的 
位 置 向 量 .] 

17. A4BCD 是 平行 四 边 形 , 而 a,b,c 是 4,B,C 的 位 置 向 量 (对 于 茶 原 
点 )。 求 九 的 位 置 向 量 。 

“ 18， 证明， 联结 四 面体 对 边 中 点 的 三 条 线段 共 点 且 互 相 平 分 。 

19. 依次 置 质 量 为 1,2,3,4 单位 的 质点 于 单位 正方 形 4BCD 的 四 个 顶 
点 4,B,C,D。 求 这 个 系统 的 质量 中 心 。 

关于 力学 中 向 量 方法 进一步 的 练习 可 在 R. C，Smith &P. 
Smith，Mechanics,Wiley ,1968 中 找到 ， 


1.5 在 一 个 坐标 系 中 的 向 量 


考虑 在 同一 平面 上 的 一 些 向 量 ( 例 如 速度 ). 对 于 一 个 直角 坐 
标 系 , 当 把 向 量 v 的 起 点 放 在 原点 0, 则 可 用 v 的 终点 坐标 (21，2?) 
表示 向 量 (图 15)， 

我 们 把 向 量 和 它 的 坐标 表示 等 同 起 来 且 记 作 

v= (v1,02), 
数 w ,os 称 为 关于 给 定 坐 标 系 的 分 量 . 如 果 点 对 于 O 的 位 置 
疝 量 是 v, 那 么 v 的 分 量 就 等 于 P 点 的 坐标 . 
从 向 量 加 法 的 三 角形 法 则 我 们 得 到 
: (v1502) + (Wi WwW2) = (V1+ wi V2+W2), (3) 
对 任意 纯 量 还 有 
k(v1,v2) = (Rv!, Rv2), (4) 
图 16 所 示 的 情形 是 


VY 一 (3 2)， ww 一 (一 2:,1)， vt+w—=(1,3), R= 一 于， 


0 2 >e 


图 15 向 量 的 分 县 


对 于 一 切实 数 21, v3, 如 果 我 们 用 (3) 和 (4) 式 定义 坐标 同时 
(v1,22) 的 加 法 和 纯 量 乘法 ， 则 (v1,2;) 的 系统 构成 一 个 疝 量 空 间 . 
这 个 系统 称 实 二 -空间 ,并 用 家 ?表示 它 (字母 家 代替 “ 实 分 量 ”) . 
对 于 某 些 问 题 ， 允 许 采用 复 分 量 v1, v2 和 复 纯 量 是 方便 的 ( 练 
习 28). 于 是 我 们 得 到 复 二 -空间 儿 . 

推 而 广 之 , 则 得 重要 的 向 量 空间 客 " 和 吕 ” , 即 实 的 和 复 的 nn 
空间 .定义 名 "(Z") 为 具有 7% 个 实 ( 复 ) 分 量 91,22，,……,v, 的 


se 了 1 se 


一 切 元 组 的 系统 ,可 按 下 列 规则 相 加 及 用 实 ( 复 ) 纯 量 乘 这 些 
元 组 ， 
(v1,02s*** ;On + (wi, Ws ts) 


一 (21 十 Wi VT ww, ,V+ Wr) (5) 


R(Vi, v2, * ,94) = RV, RVs,*** ,kv,). (6) 
容易 验证 呢 * 和 ”是 向 量 空间 。 零 向 量 是 (0,0,…… ,0)， 
V 二 (V1,V2，* ,2x) 的 负 疝 量 是 
—VY=(—91,— V2 一 Va) 。 
在 农 " 中 纯 量 乘 法 采用 实数 ,而 在 多 ”中 纯 量 乘法 采用 复数 ( 它 包 
人 因此 ， 交 " 称 为 在 实数 上 的 向 县 守则 ,或 者 
“我 们 已 经 看 到 ， 对 于 给 定 的 在 标 系 "可 以 把 在 一 个 平面 里 作用 
的 物理 向 量 表示 为 用 ?中 的 向 量 。 类 似 地 ,可 以 把 在 一 个 空间 里 作 
用 的 物理 向 量 表示 为 用 3 中 的 向 量 , 对 ”>3, 我 们 画 不 出 家 "中 同 
量 的 草图 . 尽管 如 此 ,在 有 "及 在 多 "中 引进 长 度 和 角度 的 一 般 概 
念 仍然 是 可 能 的 和 有 用 的 . 后 面 有 一 章 中 我 们 将 要 这 样 做 。 


练 习 


20. 设 v 一 (2, 一 1)，w=(1, 一 1)。 计 算 2v,3w 和 2v 一 3w, 并 用 草图 
说 明 。 举 出 一 个 类 似 的 例子 来 说 了 六 一 个 坐标 系 中 的 疝 量 加 法 和 纯 量 乘法 。 

21.。 一 个 直角 坐标 系 中 ,一 个 三 角形 顶点 是 (0,2),( 一 1,3) 和 (一 2, 一 4)， 
求 这 三 角形 中 线 交 点 坐标 。 画 草图 。 

22. 在 一 个 直角 坐标 系 中 ,已 知 一 个 单位 正 方形 的 顶点 是 4 (0,0)， 
B(1; 0),0(1,1),D(0;,1) ,依次 把 质量 为 1,2,3,4 单 位 的 质点 放 在 4,B,C， 
DD 求 质量 中 心 坐标 (和 1.4 节 练 习 19 比较 一 下 )。 

23. 一 个 均匀 国体 四 面体 的 顶点 是 (1,—1,0), (2,3,1), (0,—1, 1) 和 
《1,3, 一 2) , 求 它 的 质量 中 心 坐 标 。 
24、 验 证 统 " 满足 向 量 代数 七 条 法 则 。 
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25. 设 家 中 Y=(2, 一 1 1,1);,W 二 (一 3,2,1,0)。 计 算 2v,3w 和 
29--3 WwW。 
26. 验证 x,=2,z: 一 一 2,7: 一 1,z,=1 是 四 元 方程 组 
Ti) 十 :十 Ts 一 灯 一 0 
zi 十 27: 一 和 ss 十 3 一 0 
的 解 。 可 以 方便 地 把 这 个 解 表示 为 静 4 中 的 向 量 v= (2, 一 2,1,1) ,其 中 第 一 
个 分 最 表示 zx 取 的 值 ,第 二 分 量 表示 y: 取 的 值 ,等 等 ,验证 w=( 一 3,2,1,0) 
是 这 方程 组 另 一 组 解 ，2Y,3 W 和 2vYv 一 3 Ww 也 是 这 方程 组 的 解 ， 一 般 地 证 
明 ,- 一 切 ( 实 ) 解 向 量 集合 构成 一 个 向 量 空间 , 它 是 史 ! 的 真子 空间 ， 
[注意 : 不 必 求 出 这 方程 组 的 通 解 。] 
27， 验 证 方程 组 
和 1 十 wz 十 as 一 2 一 1 
i+2 x zs 二 3 T= 0 
的 解 向 坚信 合 不 构成 间 量 空间 ， z 
[提示 ， 参见 法 则 IV .] 
28， 验 证 复杂 将 方程 组 
(1+i)r 十 2 一 0 
2 xi 十 (1 一 人 zy 一 0 
的 解 记 于 集合 构成 多 :的 真子 空间 . 
29. 下 列 家 的 向 量 集合 中 ,哪些 集合 构成 2 的 子 空间 ? 
(i) 所 有 52: 二 0 的 (v2.59 58594)。 
(ii) 所 有 v=1 的 (91,92504396)。 
《iii) 所 有 适合 oo 十 2 一 0 的 (bspsype)。 


2 。 


第 二 章 ”线性 方程 组 


2.1 引 论 
方程 集合 


GC1IY1 十 Gila72 十 十 Gu 一 Di 
Ga2t11 十 CQa282 十 。%。， 十 Gondn 一 六 2 (1) 
wm i anaTet + QnsTs— On 
称 为 % 元 名 个 线性 方程 的 方程 组 ， 方 程 个 数 n 不 一 定 等 于 未 知 数 
的 个 数 %。mn 个 数 oil 412,……*,ans 称 为 方程 组 的 系数 , 5b1, 5;， 
…,b。 称 为 方程 组 的 常数 项 ,它们 都 假定 是 已 知 的 
方程 组 (1) 的 一 个 解 是 7% 个 常数 c1,c;,……….c; 的 一 个 集合 , 使 
得 我 们 在 方程 组 (1) 中 用 ci 代替 #1,c 代替 wa， …，cn 代 赫 xz,， 
每 一 个 方程 都 满足 . 例如， 三 元 两 个 方程 的 方程 组 
4 Ti+7 Yi+10 ws=—1 
2 网 1 (2) 
有 解 
Yi 一 一 1， Y2 一 一 1]， YY3 一 | 
然而 +1 二 5,x2 二 一 3, Xs 二 0 不 是 这 方程 组 的 解 ， 因 为 虽然 这 个 二 
个 值 洛 合 第 一 个 方程 ， 可 是 它们 不 适合 第 二 个 方程 
方程 组 一 切 解 的 集合 称 为 这 方程 组 的 通 解 . 方程 组 (2) 的 通 
解 是 
Vi=—2-+kR, X=1-—-2kR， Ya3 一 足 ， 
这 里 天 是 任意 的 。 取 k=1 就 得 到 上 面 所 列举 的 解 。 它 称 为 一 个 


和 4 。 
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不 是 所 有 线性 方程 组 都 有 解 。 方程 组 
Ti1+ wi 二 1 
221 十 24 一 3 ‘3) 
的 两 个 方程 显然 是 相互 矛盾 的 ,不 管 我 们 怎样 取 zi:zs 的 值 . 方 
程 组 (3) 称 为 不 相 容 的 。 至少 有 一 个 解 的 方程 组 称 为 相 容 的 . 
所 有 常数 项 51,… ,bm 等 于 零 的 线性 方程 组 称 为 齐 次 的 . 齐 
次 线性 方程 组 总 是 相 容 的 , 因为 它们 总 有 平凡 解 zi=0， 对 一 切 ; 
可 能 有 也 可 能 没有 其 它 解 ， 例 如 
XI 二 Yo 一 0 
11I 十 242 一 0 
的 唯一 解 是 zi 一 Za 王 0。 方程 组 
ZI 十 2 十 TY3 一 0 


十 2 一 以 一 


有 非 平 凡 解 。 它 的 通 解 是 


TI==—3k, T=2kR, zs=k, 
其 中 上 任意， z 
现代 计算 机 能 方便 地 处 理 线性 方程 ， 即 使 所 涉及 方程 组 的 方 
程 个 数 和 未 知 数 个 数 是 巨大 的 .在 这 一 章 里 ， 我 们 将 给 出 一 个 解 
方程 组 的 系统 方法 , 即 高 斯 化 简 法 ,方法 是 逐次 消去 未 知 数 . 为 了 
达到 理论 上 的 目的 , 这 个 方法 是 令 人 满意 的 , 但 在 实际 解 方 程 组 


”时 ,这 个 方法 并 不 方便 ， 因 此 ,实际 使 用 的 是 改进 了 的 方法 ， 


例 1 
让 我 们 从 第 一 个 方程 消去 xi 来 解 方程 组 
4Xi1+7 vs+10 Xs 二 一 1 
2 公 ! 十 3 必 ? 十 4 Xs 二 一 1。 
第 一 个 方程 碱 去 第 一 个 方程 的 两 售 就 办 到 了 这 一 点 ， 于 是 ， 我 们 
得 到 一 个 新 方程 组 


(2) 
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X2 十 2735 一 1 (4) 
27I 十 342? 十 4753 一 一 十。 
现在 ,方程 组 (2) 和 (4 有 相同 的 通 解 ( 见 练习 1 和 2.3 节 )。 易 见 
方程 组 (4) 的 通 解 是 
zs 二 (任意 )， 2 一 1 一 2 ， 


v1 一 (一 1 一 4 Xs—3 4V2j) 二 一 2 十 k. 


那 末 这 也 是 (2) 的 通 解 ， 
线性 方程 组 的 矩阵 
阵列 


Ql 9GI2 ”CGI 


Ql Gy ee Gs 

称 为 方程 组 (1) 的 矩阵 ， 它 有 mn 行 和 列 ， 我 们 说 4 是 一 个 m x 
n 矩阵， 数 a 位 于 4 的 第 i 行 和 第 7 列 上 ， 我 们 称 4; 为 4 中 
1- 元素. 我 们 用 (a;,) ,这 里 1 二 1,…,m 和 7 二 1,，…,%, 作 为 一 个 
挫 阵 的 简略 记号 , 当 阵 列 中 的 行列 数 都 明确 时 , 我们 就 只 用 (ai,) 
来 表示 和 拢 阵 ， 

方程 组 (1) 依 赖 于 它 的 系数 矩阵 4 和 常数 项 04,52， bw。 

阵列 


Ql GQ12 *°'* Gin bi 


| G21 G22 °° a2n b2 1 
4 一 


Gmi Om2 *'* dmn bp, . 


称 为 方程 组 (1) 的 增 广 矩阵 . 4, 是 mx (n+1) 矩阵 。 它 完全 构 
定 了 (1). / | 
例 2 


2 26 * 


方程 组 
1 十 242 一 3 Ya3 一 一 8 (5) 


Xi 二 Xo 十 23 一 0 


的 增 广 和 矩阵 是 

(。 2 一 

1 1 2 0 
它 的 行 是 (1 2 一 3 一 8) 和 (1 1 2 0)。 它 的 列 是 


(由 (Cs) 和 (e) 


例 3 

把 表 
3 0 
1 4 一 1 
2 1 1 
1 3 1 


当 作 增 广 和 矩阵 ， 便 确定 了 线性 方程 组 
3 Xi 二 Ya 一 0 
vw1+4x2=—1 
24I 二 Ya 一 工 
X1 十 3Yo 一 1T， 
等 价 方程 组 
两 个 有 相同 通 解 的 方程 组 称 为 等 价 的 ,于 是 (2) 和 (4) 是 等 价 
方程 组 .它们 的 增 广 矩 阵 依次 是 


( ”了 一) 
2 3 4 一 工 
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0 1 2 1 
(， 3 4 让 

如 果 我 们 把 第 一 个 矩阵 的 行当 作 之 4 中 的 向 量 

Vi=(4 7 10 —1) 
和 

v=(2 3 4 —1), 
. 划 第 二 个 矩阵 的 行 是 Vi 一 2V2 和 v2， 这 说 明了 利用 增 广 算 阵 的 
行 描述 方程 的 运算 是 方便 的 .现在 我 们 将 引入 三 种 ( 行 ) 运 算 ， 可 
用 这 三 种 运算 把 一 个 方程 组 化 简 为 非常 简单 的 等 价 方程 组 . 
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1. 证 明 方程 组 (2 和 (42 有 相同 的 通 解 ， 先 证 明 方 程 组 (2) 的 任意 一 个 
解 也 是 方程 组 (4) 的 解 . 

[提示 把 (4) 中 第 一 个 方程 写 作 (4 yi 十 7 zs 十 10 xs) 一 2(2z; 十 3 2 
十 4xzs) 一 一 1 一 2( 一 1).] 
类 似 地 证 明 方程 组 (4) 的 任意 一 个 解 也 是 (2) 的 解 。 注意 不 必 为 证 明 它 们 的 
等 价 性 而 解 任何 一 个 方程 组 ， 


2. 考 守 阙 个 方程 组 
471: 十 7 0z 十 10 2 一 一 工 (6) 
2 十 3Y: 于 《47 一 一 
和 
4zi 十 7 zs 十 10 ys 一 一 1 。 (7) 


第 二 个 方程 组 由 单个 方程 组 成 。 显然 方程 组 (6) 的 每 个 解 也 都 是 (7) 的 一 个 
解 . 证 明 反 之 不 然 ， 

[提示 ; 只 要 找 出 方程 组 (7) 一 个 解 , 它 不 适合 方程 组 (6) 就 可 以 了 .方程 
组 (6) 和 (77) 不 是 等 价 的 .] 

3. 证 明 例 2 方程 组 (5) 的 通 解 是 

7+, 二 k (任意 )， zi ==8 一 7 有， 二 一 8 十 5 此。 
4. 证 明 如 果 齐 次 线性 方程 组 有 一 个 非 平凡 解 , 则 它 有 无 穷 多 解 。 
5. 把 基 尔 惟 夫 定律 用 于 图 17 所 示 的 电路 , 对 未 知 电流 得 到 下 列 线性 方 
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程 组 


一 ”一 过 :一 0 
21.—61,=0 
T.-Lt2 17,=10, 


确定 Ti 1s. 


2.2 行 初等 变换 

作用 在 一 个 方程 组 上 的 以 下 三 类 变换 称 为 初等 变换 ， 

类 型 I ， 交 换 两 个 方程 ; 

类 型 贡 ， 用 一 个 非 零 常数 乘 一 个 方程 ; 

类 型 HI， 把 一 个 方程 的 倍加 到 另 一 个 方程 上 去 ， 

在 增 广 矩 阵 上 的 对 应 变换 称 为 行 初等 变换 、 只 要 把 “方程 " 统 
统 用 “ 行 ”代替 ， 上 面 的 定义 就 变 成 了 行 初等 变换 的 定义 了 . 注 
意 当 在 一 个 方程 组 上 实行 一 个 类 型 II 或 类 型 II 的 初等 变换 时 ,只 
改变 方程 组 由 的 一 个 方程 ， 形 成 一 个 新 方程 组 ， 它 的 方程 除 一 个 
以 外 同 原 方程 组 方程 相 一 致 .一 个 类 型 1 的 初等 变换 改变 两 个 方 
程 ， / 

我 们 下 一 节 要 证 明 , 通过 ( 行 ) 初等 变换 总 是 得 到 等 价 的 方程 
* 20 。 


组 . 因此 ,如 果 我 们 用 ( 行 ) 初 等 变换 来 化 简 一 个 方程 组 ,总 能 保证 
最 奖 方程 组 的 通 解 和 原先 方程 组 的 通 解 是 相同 的 ， 
我 们 举 一 个 简单 的 例子 来 说 明 高 斯 化 简 法 .我 们 注意 到 类 型 
III 的 变换 可 用 于 消去 未 知 数 , 其 余 两 类 变换 可 使 我 们 得 到 一 个 特 
别 简 单 的 线性 方程 组 ,而 这 线性 方程 组 的 通 解 是 显然 的 。 
例 4 对 增 广 和 矩阵 进行 行 初等 变换 ,把 方程 组 ( 见 2.1 节 (2)) 
4 Xi+?7 ro 10 ws=—1 
. 2%1 二 37Y2 二 4 XX, 二 一 1 
化 简 ,再 写 出 这 方程 组 的 通 解 . z : 
在 下 表 中 ， 我 们 并 列 给 出 方程 组 及 其 增 广 矩阵 的 代 换 步 台 ， 
(以 后 ,将 略 去 方程 ,因为 显然 ,考察 增 广 年 阵 就 足够 了 . ) 我 们 把 矩 
阵 的 行 加 上 标记 ， 由 这 些 标记 应 该 可 以 清楚 地 站 出 所 进行 的 行 初 


等 变换 了 . 这 些 变换 依次 是 ， 


《 了 10 i | 4TX1+7 Tt 102=—1 
2 3 4 一 II”′ a 22i+3Ts+ 4 3 一 一 1 

(。 1 2 1) D2 s+ 2%3 = 1 
2 3 4 -1/ b=a, - 22X1+322+ 47T;=—1 

(° 1 2 1) oD Ts+ 27;= 1 
2 0 -2—4 Cs 一 hb: -3 2 和 1 一 2 一 一 站 

《- 1 2 1) 一 zs+ 2x;3= 1 
1 0 一 1 一 2 d: 一 圾 cs 上 | 一 X3 二 一 2 

(- 0 -1 2 人 一 4 一 一 2 
0 1 2 1 


ei 一 和 Fs 28 = 1 


(i) 把 第 二 行 的 一 2 倍加 到 第 一 行 上 (类 型 II) ， 从 第 一 个 方 
程 消 去 zx:。 
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(ii) 把 第 一 行 的 一 3 倍加 到 第 二 行 上 (类 型 II), 从 第 二 个 方 
程 消 去 75s. : 
(iii) 以 地 乘 第 二 行 (类 型 II). 
(iv) 交换 两 行 (类 型 IT) . 
根据 本 题 前 的 说 明 ， 原 方程 组 的 通 解 等 同 于 最 后 方程 组 的 通 
解 ， 这 个 通 解 是 
ys 一 玉 〔〈 任 意 )， 21 二 一 2 十 hk， 7X; 二 1 一 2 &， 
当然 这 通 解 从 第 三 个 矩阵 起 已 经 明显 了 。 要 设计 和 解 线性 方程 组 的 
一 般 过 程 ， 其 困难 之 一 是 指出 什么 时 候 此 过 程 应 当 停 止 。 我 们 希 
望 能 有 一 种 以 唯一 的 特殊 形式 的 算 降 为 其 结果 的 解 题 方法 。 上 全 
中 最 后 一 个 矩阵 是 所 谓 简化 阶梯 形 的 矩阵 , 它 的 定义 如 下 . 
定义 Ia 如 果 一 个 矩阵 中 每 个 非 零 行 的 首 元 素 (第 一 个 非 零 
元 素 ) 出 现在 上 一 行 首 元 素 的 右边 ,同时 没有 一 非 零 行 出 现在 零 行 
之 下 , 那 末 称 这 个 矩阵 是 阶梯 形 的 ， 
下 列 算 隆 是 阶梯 矩阵 的 例子 


1 6 2 4 
( 2 —1 0 
0 0 0 3 


0 3 一 56 1 
( 0 0 2 + 
00 00 0 

定义 也 一 个 矩阵 称 为 是 简化 阶梯 形 的 ,如 果 

(i) 它 是 阶梯 形 ， : 

(站 ) 每 一 个 非 零 行 的 首 元素 是 1; 

(iii) 包含 首 元 素 列 的 其 余 元 素 都 是 0， 
例如 以 下 两 个 怎 隆 ， 第 一 个 是 简化 阶梯 形 的 ， 第 二 个 不 是 ,因为 不 
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满足 条 件 (iii)， 


0 1 一 42 3 
(+ 1 
0 0 0 0 0 
显然 用 一 系列 行 初等 变换 可 以 把 任何 矩阵 化 为 一 个 简化 阶梯 
矩阵 .为 此 我 们 将 在 2.4 节 里 给 出 一 个 系统 的 方法 。 此 外 ， 还 能 
够 证 明 , 得 到 的 简化 阶梯 矩阵 是 唯一 的 。 于 是 这 就 为 方程 组 增 广 
年 阵 化 简 过 程 提供 了 一 个 方便 的 目标 .化 简 到 这 种 形式 以 后 ， 就 
可 以 毫 无 困难 地 写 出 方程 组 的 通 解 了 . 


练 习 
6。 用 行 急 笑 变 换 把 皇 阵 
1 2 一 3 一 8 
(1 1 2 0) 
化 为 简化 阶梯 纸 隆 。 由 此 得 出 2.1 证 方程 组 (5) 的 通 解 。 
7. 类 似 地 解决 电路 问题 (2.1 节 练 习 5)。 注 音 只 有 了 唯一 解 。 
8. 证 勒 方程 组 
241 十 3 一 Xs 二 37 一 1 
57 十 TY 十 773s 一 一 2 
二 5 一 gz 十 6z 一 
当 2=4 是 梧 容 的 ,而 其 它 情形 均 不 棚 容 . 
[提示 ; 用 初等 变换 从 第 一 ,二 个 方程 消去 2。] 


2.3 行 初等 变换 的 理论 
这 一 节 里 ,我 们 将 简略 地 研究 一 下 行 初等 变换 理论 .特别 ,我 


es 32 


们 将 证 明 上 一 节 所 引用 的 性 质 , 即 通 过 ( 行 ) 初等 变换 得 到 等 价 的 
方程 组 ( 见 定理 I )。 我 们 以 后 还 将 看 到 , 行 初等 变换 在 矩阵 论 中 
占据 重要 的 位 置 。 并且 除 了 方程 论 外 它 还 有 许多 应 用 . 

行 初等 变换 的 逆 

先 考察 下 面 简单 的 例子 . 

例 5 在 4x2 和 矩阵 4=(a) 上 实行 (类 型 II 的 ) 变 换 “ 把 第 
二 行 的 一 5 倍加 到 第 三 行 上 ”. : 


| di2 Qli 他 12 
Gai G22 G31 Qo2 
G31 G32 Gai—8021 G32— 0022 
G41 G042 C41 人 42 


对 每 一 个 行 初 等 变换 嫂 存 在 一 个 抵消 它 作 用 的 另 一 个 行 初 等 
变换 五 ， 如 果 卫 把 矩阵 4 变 为 B , 那 示 存在 把 B 变 加 到 4 .五 称 
为 的 逆 。 例 如 “把 第 二 行 的 一 5 倍加 到 第 三 行 上 ”的 逆 是 “把 第 二 
行 的 5 倍加 到 第 三 行 上 ?。 请 在 例 5 的 矩阵 上 验证 这 点。 可 把 


” 行 彻 等 变换 和 它 的 逆 列 成 表 2. 
. 家 2 
类 型 行 初等 变换 | 着 变换 
1 | 交换 两 生 交换 同样 的 两 生 
II | 用 天 0 乘 一 和 用 1/e 乘 同一 行 


把 第 ; 行 的 倍加 到 第 7 行 上 把 第 守 行 的 一 天 倍加 到 第 7 行 上 


行 -等 价 

矩阵 4 行 -等 价 于 矩阵 B, 记 作 4 7 B, 当 和 且 仅 当 用 有 限 个 行 
初等 变换 可 把 4 化 为 B. 

我 们 已 经 看 到 行 初等 变换 是 可 逆 的 。 因 此 ， 如 果 4 7 五 则 也 
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有 Br 4. 故 关系 “+ ?是 对 称 的 ， 它 还 是 传递 的 ， 如 果 4 7 C 和 
CfB 则 47 五; 又 是 自 反 的 ， 对 所 有 矩阵 4 有 4 x 4 . 这 三 个 性 
质 使 “ r ”成 为 一 个 等 价 关系 .这 种 关系 在 数学 里 是 特别 重要 的 . 
作为 一 个 简单 的 讨论 ,可 见 附录 . 


例 6 对 算 阵 
4 3 0 一 2 36 20 
| 211 | 2 1 1 
47|_ 13 2 和 8- 9， 4 | 
3 3 4 一 1 3 2 


攻 下 列 行 初等 变换 把 4 化 为 B 来 证 明 47rB， 
: (i) 把 第 三 行 的 5 倍加 到 第 一 行 上 ， 
《ii) 用 2 乘 第 一 行 ; 
(iii) 交换 第 三 和 第 四 行 。 
用 这 些 步 又 可 得 到 如 下 一 系列 矩阵， 


43 0 一 1 18 10 一 2 36 20 一 2 36 20、 
21 1 2 1 i 2 1 i 2 1 :| 
人 了 7 。 
-一 32 广 1 一 1 3 21>~1 一 1 3 2 1~ 3 3 4 
334 3 3 4 3 3 4/ .\—l1 3 2: 
线性 方程 组 上 的 应 用 


定理 I 行 -等 价 和 矩阵 确定 等 价 的 方程 组 ( 即 ， 有 相同 通 解 的 
方程 组 ). 
这 个 定理 是 以 下 引 理 的 简单 推论 ， 
5] 理 增 广 和 矩阵 为 
Gl G1 … Gi» bi 
4 一 G21 6 °°* G2n 02 


Cl Gm2 °° dmn bl 
的 线性 方程 组 的 每 一 个 解 ,都 是 增 广 矩 阵 行 -等 从 于 4, 的 方程 级 
。34 。 


的 解 . : i 
证 明 我 们 对 4, 施行 类 型 II 的 变换 “把 第 i 行 的 倍加 到 
第 j 行 上 ”来 论证 引 理 . 原来 的 和 新 的 方程 组 依次 是 


二 


Gil 必 yl 十。 + Gt, =b | 
se ees (8) 
G 141 十 十 Gindn 一 已 
和 
CiIY1 十 ”” 十 Qindn 一 已 : 
的 的 的 的 的 的 二 的 的 把 的 的 的 | 是 。 (9) 
(Gt Rati)Tit*** +(a,nt+ kan) rs,=b6,+ kb 


者 


这 两 个 方程 组 的 不 同 仅仅 在 于 第 7 个 方程 ， 新 方程 组 的 第 7 个 方 
程 是 
(G;IZ1 十 。。。 十 GinTn) 十 忆 (QCi181 十 。。 十 Qin0n) 一 户 + kb,. 

当然 方程 组 (8) 的 任何 解 都 适合 这 个 方程 ， 因 此 也 都 适合 方程 组 
(9) 的 每 个 方程 . 

对 类 型 工 和 类 型 II 的 变换 , 引 理 是 显然 的 ， 容易 看 出 对 一 系 
列 行 初等 变换 引 理 是 正确 的 . 

现在 可 从 引 理 和 行 -等 价 的 对 称 性 直接 推出 定理 工 . 


练 习 
9， 施行 一 系列 行 初等 变换 所 得 矩阵 是 依赖 于 所 施行 变换 次 序 的 。 把 俩 
所 列 的 行 初等 变换 按 如 下 硕 序 施行 于 4 来 说 明 上 述 断 言 ， 先 施行 变换 (ii》， 
要 施行 (iii) ,然后 是 (i), 把 所 得 结果 和 正文 比较 . ~ 
10. 设 4 和 B 是 例 6 的 矩 隆 、 证 明 Br4。 
L 提 示 。， 倒 转正 文 所 给 的 步 又 。] 


“35.。 | 


11. 证 明 断 言 ， 对 一 切 怎 阵 4，474。 
2. 证 明 怎 阵 
1201 1202 
z (01) 和 《129 
不 是 行 -等 价 的 . 


13. 证 明 任意 两 个 不 同 的 2x 4 简化 阶梯 形 矩 阵 不 是 行 -等 价 的 . 可 以 把 
这 个 结果 推广 到 m x rn 矩阵. 


2.4 高 斯 化 简 法 : 逐次 消 元 


我 们 现在 叙述 解 线 性 方程 组 的 高 斯 化 简 法 ， 并 以 下 面 的 方程 
组 为 例 来 说 明 这 一 方法 : 
一 273s 十 1174 一 3 05 一 15 
一 271 十 YY 十 273 一 434 十 345 一 一 3 (10) 
6 2 一 和 一 273 一 1074 一 3 5 一 一 21 
一 5 YI 二 273 十 473 一 8504 十 6 246 一 一 | 
这 个 方程 组 的 增 广 矩 阵 是 
0 一 1 一 2 11 一 3 15 
4 = 一 2 1 2 一 4 3 一 3 C11) 
6 一 1 一 2 一 10 一 3 —21 
一 5 2 4 一 5 6 一 1 
高 斯 化 简 法 的 思想 是 用 一 系列 行 初等 变换 把 4; 化 为 简化 阶 
梯形 矩阵 。 景 终 的 算 阵 确定 一 个 简单 的 方程 组 ， 只 要 用 观察 法 我 
们 就 可 以 写 出 这 个 方程 组 的 通 解 。 根据 我 们 的 理论 ， 这 一 定 也 是 
方程 组 (10) 的 通 解 . 
可 用 坟 下 步骤 描 述 化 简 过 程 ， 
第 1 步 ”标准 化 一 非 零 行 。 用 一 个 常数 乘 一 非 零 行使 它 的 首 
元 素 变 为 1. 例如 ,用 乘 一 元 来 标准 化 4, 的 第 二 行 , 4, 的 第 二 行 


变 为 ， 
1 3 
(1 2 1 2 -3 2 )- 
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第 1 步 需要 一 个 类 型 工 的 变换 . 
第 2 步 清理 一 列 ， 用 一 系列 类 型 TI 的 变换 ,把 一 列 元 素 除 
了 一 个 元 素 之 外 全 化 为 0， 具体 地 说 ,要 清理 (ci 的 第 列 , 在 第 
3 列 中 选 一 个 非 零 元 素 ， 比如 是 ce, 进一步 对 一 切 17 ,把 第 7 行 
的 一 qis/ars 信 加 到 第 i 行 上 .这 77s- 元素 称 为 清理 过 程 的 主 元 ， 
这 一 步 在 相应 方程 组 上 的 作用 是 ， 除 了 第 ”个 方程 之 外 从 一 切 方 
程 消去 x,. : 
我 们 刷 下 素 所 示 的 步 又 把 4; 变 为 简化 阶 楼 形 


“ 表 3 
化 简 过 程 ] 算 阵 
0 -1 —2 11 一 3 15 \ 
| 
A,=| -2 1 2 —4 3 一 
6 -1 -2 10 一 3 | 
一 5 2 4 一 5 6 一 1 
标准 化 第 一 行 : 0 1 2 -1 3 -45 
用 -1 工 王 第 一 行 . -2 1 2 -4 3 一 3 
6 -1 -2 -10 -3 i 
一 5 2 4 一 5 6 -11 
电光 王 总 开关 作为 0 1 2 -Il 3 ~—i5 \ 
芝 死 详 一 人 4: 
(7 把 第 行 的 -1 2 0 0 7 0 12 | 
们 加 到 第 二 行 上 ， 6 -1 -2 10 —3 -a | 
人 一 5 2 4 一 5 6 一 
‘ii) 把 第 一 行 加 到 0 1 2 ~il 3 -1 
第 三 行 上 ， -2 0 0 7 40 12 
6 0 0 -21 0 | 
一 5 2 4 一 5 6 一 工 
《iii)》 把 第 一 行 的 一 2 0 1 2 -11 3 一 15 
. 8 性 0 — 21 0 一 全 ) 
\ 一 5 0 0 17 0 29 7 
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村 淮 化 第 
用 一 笛 冬 第 二 行 ， 


你 
让 
由 
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起 
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标准 化 第 四 行 : 


倍 


二 
2 


《ii) 把 第 四 行 的 


加 到 第 二 行 上 。 
最 后 我 们 施行 一 系列 行 交换 (类 型 1 的 变换 )， 把 最 末 一 个 从 
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阵 化 为 简化 阶梯 形 。 我 们 看 到 用 
(i) 交换 第 一 和 第 二 行 ， 
(ii) 交换 第 三 和 第 四 行 ， 

我 们 就 得 到 稀 化 阶梯 形 矩 隆 


， 《12) 


OO OO 
OooO 和 Po 
So aMDo 
OO oo 
OO OW oo 
OO to 性 


它 行 -等 价 于 4, 且 确定 方程 组 


Y1 一 工 | . 
XiT2X3 十 325 一 | , (13) - 
. 74 一 2 

因为 方程 组 (13) 和 (10) 是 等 价 的 ， 所 以 它们 有 相同 的 通 解 . 这 通 
解 是 

Wi 一 工 

Xi 一 2 

zs 二 p (任意 ) 。 四 (14) 

zs 一 9 《任意 ) 

YX2 一 7 一 和 47 一 39 


这 称 为 解 的 二 参数 系 , 参 数 是 任意 常数 p 和 7。 
化 简 过 程 的 总 结 

把 一 个 矩阵 化 简 为 行 -等 价 的 简化 阶梯 形 矩 阵 ， 
(i) 标准 化 第 一 个 非 零 行 ,把 这 一 行 的 首 元 素 作为 主 元 , 清理 

. 包含 这 个 首 元 素 的 列 ; 

(ii) 对 第 二 个 非 零 行进 行 同 样 的 化 简 , 如 此 继续 下 去 ， 
(iii) 最 后 ,交换 某 些 行 得 到 阶梯 形 ， : 
显然 用 这 方法 能 把 任何 矩阵 化 简 为 行 -等 价 的 简化 阶梯 形 矩 
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阵 。 从 这 个 和 矩阵 我 们 能 看 出 由 第 一 个 矩阵 所 确定 方程 组 的 运 解 、 
相 容 的 条 件 
例 7 
简化 阶梯 形 和 矩阵 


ee 
OO 
名 所 名 
De 
OO 心 
be 全 “2 
~ 一 


所 确定 的 方程 组 是 
VI+ 3 =0 
Y3 十 2 一 (0 
0 一 工 

它 显然 是 不 相 容 的 ， 

如 果 简 化 阶梯 形 和 矩阵 的 最 后 一 列 ( 常 数列 ) 包 含 一 行 的 首 元 
素 , 那 末 我 们 总 得 到 一 个 不 相 容 方 程 组 . 反之 ,如 果 最 后 一 列 不 包 
含 一 行 的 首 元 素 , 则 我 们 能 写 出 解 ,因此 方程 组 相 容 . 于 是 我 们 有 
下 列 定理 . 

定理 II 一 个 方程 组 是 相 容 的 充 要 条 件 是 : 与 它 的 载 广 抵 阵 
行 - 宫 从 的 简化 阶梯 形 短 陵 的 最 后 一 列 没有 任何 行 的 首 元 素 ， 

自由 变量 

在 等 价 方程 组 (10) 和 (13) 的 解 (14) 里 ,我 们 能 自由 选择 ys 和 
2z5， 则 剩 下 的 未 知 元 就 被 决定 或 被 约束 了 ， 我们 说 xs 和 rs 是 
自由 变量 .方程 组 (13) 的 简化 阶梯 形 矩 阵 (12) 有 三 个 非 零 行 .每 一 
个 非 零 行 约束 一 个 变量 ， 自 由 变量 的 数目 等 于 变量 总 数 和 约束 变 
量 数 的 差 。 以 下 定理 是 这 个 例子 的 一 般 化 叙述 . 

定理 HI 如 果 一 个 n 元 相 容 方程 组 对 应 的 简化 阶梯 形 和 矩阵 
有 ?个 非 零 行 , 那 末 方程 组 的 通 解 包含 7 个 约束 变量 和 一 + 个 自 
由 变量 . 

例 8 简化 阶梯 形 和 矩阵 


e 4A0 *« 


1 2 0 0 0 4 0 2 
0 0 1 0 3 0 0 1 
0 0 0 1 2 —8 10 
0 0 0 0 0 0 1 一 
确定 相 容 方程 组 
1 十 2 2 十 476 一 2 
Ts 十 3 26 =1 
74 十 2 .45 一 8556 一 3 
X77 二 一 3。 


这 里 有 七 个 未 知 元 、 四 个 方程 和 三 个 自由 变量 .我 们 可 以 这 样 选 
自由 变量 ,使 它们 不 作为 一 个 方程 的 首 项 出 现 , 那 就 是 zayzs 和 
2Z5，。 通 解 是 

X2 一 力 ， 

XY5 一 4， 

2Z6 一 7 《Pp,9,7 任意 )， 

V1 一 2 一 2D 一 人 7， 

VZ3 一 一 3 9， 

X4 一 3 一 29 十 57， 

和 7 一 一 3. 


另 一 种 方案 ,我 们 可 以 选 zs 作为 自由 变量 .此 时 ,由 于 zs= 
言 (1 一 58) 约束 了 zs, 恰好 仍 有 三 个 自由 变量 。 然 而 我 们 绝 不 能 


兆 w 为 自由 变量 ,因为 它 必须 取 值 一 3. : 
一 个 方便 的 可 循 规 则 是 。 只 要 阶梯 形 矩 阵 的 第 i 列 不 包含 一 
行 的 首 元 素 , 就 选 x; 作为 一 个 自由 变量 . 
我 们 用 一 个 以 后 将 需要 的 定理 来 结束 这 一 节 。 我 们 知道 齐 次 
方程 组 是 相 容 的 。 它 具有 平凡 解 z, 二 0, 对 一 切 i。 以 下 定理 给 出 
了 确保 齐 次 方程 组 非 平 凡 解 存在 的 一 个 条 件 ， 
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定理 IJV nn 元 m 个 线性 方程 的 齐 次 方程 组 ， 如果 m< 过 n， 夺 
必 有 非 平 凡 解 . 
证 明 假设 方程 组 是 


QI 十 -十 Gin 一 0 
G21X1 十 "十 Gondu 一 0 (15) 


增 广 和 矩阵 
Cll Gin 0 
4 一 G21 ‘Gon 0 
确定 了 这 方程 组 . 


现在 4, 行 -等 价 于 一 个 简化 阶梯 形 人 年 阵 五 ,我 们 能 用 化 简 方 
凌 求 出 .假设 R 有 ?7 个 非 零 行 ， 那 示 7 万 m 过 mn。 因此 根据 定 
理 11, 由 EB 确定 方程 组 的 通 解 包含 % 一 "二 0 个 自由 变量 。 所 以 
这 方程 妃 , 以 及 等 价 的 方程 组 (15)， 有 非 零 解 . 
练 习 
14. 用 高 斯 化 简 法 解 前 面 几 小 节 中 给 出 的 所 有 线性 方程 组 . 
15。 解 以 下 线性 方程 组 


(i) Ti— as 一 % 十 7%,=2 
TI 十 2 2 一 Ts 十 3 ww 一 9 
2 和 1 一 5 一 20s 一 一 35 
(ii) Yi 十 Vs = 
了 1 十 2 一 2 
Yz 十 Ys 一 bs 


这 里 woso, 是 常数 
Ciii) 3 4 十 7 十 14 rit9 rt30 r=7? 
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2 十 54%r 十 10 7 十 6 2 十 21 xs=5 
2 十 2 十 4 Ya 十 5 YX, 十 1l1yYy 一 3。 


[注意 ， 如 果 我 们 用 乘 -标准 化 第 一 行 , 便 产生 了 许多 分 数 , 这 将 导致 非 


常 麻烦 的 计算 、 以 类 型 II 的 变换 “把 第 二 行 的 一 1 倍加 到 第 一 行 上 ?开始 化 
蒿 过程 ， 也 许 是 最 好 的 方法 .] 
16. 可 以 把 高 斯 化 简 革 用 在 复 系数 线性 方程 组 上 ， 解 


(1 -TrT+(i—1)v+ (2-+2i)7=41+463: 
和 一 zz 十 (1 十 21)2: 一 1 十 51。 


17. 证 明 以 下 方程 组 有 唯一 解 ， 


7 zx, 十 z+ Ya 一 3 一 tl1 - 
Wi 二 + wy 一 2 二 37 一 一 3 

5 zx, 十 7z: 一 rst8 x=1 

一 和 1 一 27:* 十 373s 一 2 一 11。 


和 理 求 出 前 三 个 方程 所 构成 方程 组 的 通 解 . 
18、 证 明定 理 IV 的 以 下 推广 ， 一 个 % 元 m 个 方程 的 相 容 线性 方程 组 
《不 一 定 齐 次 ) ,如 果 nm<n, 则 必 有 无 数 解 . 
[提示 ， 解 构成 一 个 (n 一 7) 参 数 系 ， 这 里 7 是 用 化 简 方 法 所 得 简化 阶梯 
” 形 惩 阵 非 零 行 的 数目 .] 
19. nn 元 m 个 方程 的 线性 方程 组 ,车 mm 之 mn, 它 可 能 不 相 容 ,也 可 能 相 容 ， 
如 果 相 容 , 可 能 有 唯一 解 , 也 可 能 有 无 数 解 。 对 ;二 n=3, 再 对 m= 二 3,n 二 2 
举例 说 明 这 个 断言 . 
20. 证 明 以 下 方程 组 不 相 容 : 
Ti 二 wx 十 3 ws =4 
2 十 32: 十 8 7 一 2 一 12 
2 XT 3 十 4 一 5 


[注意 。 一 旦 得 到 一 行 (0 0 0 0 1) 就 可 以 停止 化 简 过 程 . 这 证 明了 不 相 容 
性 .] 
21. 利用 行 初等 变换 ,把 以 下 矩阵 


ps A432 


1 2 3 
| 2 3 一 | 
0 1 3 
一 2 一 1 1 
化 为 简化 阶梯 形 。 


22. 当 关 >>2， 证 明 m xn 殷 阵 行 -等 价 于 一 个 有 零 行 的 简化 阶 梯形 乍 
阵 .( 用 练习 21 说 明 这 一 点 。) 


2.5 使 人 误差 


现在 我 们 简略 考察 解 线性 方程 组 的 实际 计算 方面 的 问题 。 高 
速 计算 机 的 出 现 ,使 得 时 间 内 解 含 大 量 方程 和 大 量 未 知 元 的 线 性 
方程 组 成 为 可 能 ， 然 而 必须 记 住 ,计算 机 容量 有 限 ,因而 所 处 理 的 


一 切 数 是 伟人 到 有 限 小 数位 数 的 。 例 如 ,分 数 -的 精确 小 数 展开 


是 0.666.… .有 无 数 个 6. 一 部 计算 机 把 之 记 作 0.6.….66 (把 精 


确 值 截 尾 ) 或 记 作 0.6…67( 把 精确 值 舍 信 )， 一 直到 计算 机 所 
容许 的 那么 多 6. 因此 ， 即 使 最 大 的 计算 机 也 产生 不 出 完全 准 
确 的 解 。 确实, 有 了 时 所 得 出 的 解 和 精确 解 之 间 的 差异 是 不 容 忽 视 
的 . 现在 我 们 举例 说 明 这 一 情况 。 
例 9 一 个 病态 方程 组 
考察 方程 组 
Xi 十 xz 一 一 2 
zi +1.015zs 一 1 
其 ( 叭 一 ) 解 是 := 一 202,zz 一 200， 
假定 用 一 部 最 多 只 能 处 理 三 个 有 效 数 字 的 计算 机 来 解 这 个 方 
程 组 .这 时 含 人 1.015 为 1.01 或 1.02。 方程 组 
完 | 十 YX2 一 一 2 
YI1 十 .0172 一 上 


《16; 


《17: 
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调解 . + 二 一 302， x: 二 300。 方程 组 
Y1 十 X23 二 一 2 
YY1 十 1-.0272 一 于 
有 解 。 二 一 152， za 一 150. 这 些 解 和 方程 组 (16) 的 解 很 少 或 
根本 没有 相似 之 处 ， 因 此 方程 (16) 系数 的 一 个 小 变化 就 对 它 的 
解 产生 了 很 大 的 影响 。 称 这 种 方程 组 为 病态 的 .把 方程 组 (16) 写 
为 


(18) 


Xl 十 Xs 二 一 2 
ZX1 十 (1 十 ee)72 一 工 ， 


这 里 e=0.015, 我 们 就 可 以 看 出 病态 的 解释 .方程 组 (19) 的 解 


FT 


= 


A 


(19) 


__ 3+28 3 
1 £ 9 2 £? 


对 e 的 小 变化 这 解 是 很 敏感 的 . 
例 10 一 个 良 术 方程 组 
把 病态 方程 (16) 和 以 下 只 改变 (16) 一 个 符号 所 得 方程 组 相 
比较 ， 


次 1 十 Xs 二 一 2 
(20) 
7 一 1.01572 一 1 
它 的 四 个 有 效 数 字 的 通 解 是 
2 一 一 0.5111， zz 一 一 1.489. 2) 


由 方程 (20) 含 人 一 1.015 为 一 1.01 所 得 方程 组 有 解 

Y1 一 一 0.5075， ya 一 一 .492 。 
如 果 舍 入 一 1.015 为 一 1.02, 则 新 方程 组 有 解 

1 一 一 0.5148， Yo 一 一 1.485 
这 些 解 和 解 (21) 相 一 致 到 两 个 有 效 数 字 。 方程 组 (20) 系数 的 一 
个 小 变化 只 产生 了 它 解 的 一 个 小 变化 。 这 种 方程 组 称 为 良 态 的 . 
如 果 我 们 把 方程 组 写 为 


六 1 十 7 一 一 2 
XI—(1+e)x,=1 (22) 
这 里 e=0.015, 那 末 方 程 组 (20) 的 稳定 性 是 明显 的 .方程 组 (22》 
的 解 是 : : 
1+22 D2= 
2 十 e 
这 里 不 象 例 9， 分 母 不 是 小 的 . 因此 e 值 的 小 变化 只 引起 方程 组 
(22) 解 的 小 变化 ， 
主 元 的 选择 
解 线性 方程 的 高 斯 化 简 法 只 适合 于 理论 目的 。 在 实用 中 改进 
它 的 理由 之 一 是 为 了 能 够 尽 可 能 地 避免 病态 方程 。 这 就 需要 小 心 
选择 所 有 第 III 种 变换 的 主 元 .我 们 用 一 个 简单 的 例子 来 说 明 . 
例 11 


方程 组 
Xi 十 贰 2 十 Vs 一 2 . 
zi+0.00C1x2+0.0001xs=0.0001 | (23) 
XZ1 十 0.000172 一 0.0001xs 一 一 0.0001 
的 解 是 
TT!1 一 妈 2 一 工 1 -Vs 一 1。 (24) 


EE EEE / 
如 果 我 们 把 所 有 系数 合 入 为 三 个 有 效 数字 ， 一 开始 从 第 二 和 第 三 
个 方程 消去 x1( 即 以 11- 元 素 作 为 主 元 )， 再 把 所 得 解 和 解 (24) 相 
比较 .方程 组 (23) 后 两 个 方程 变 为 

0.9999 Y2z 十 0.9999 73 一 1.9999 (25) 

0.9999 Z2 十 1.0001 Zs 一 2.000. 
它们 都 伟人 为 
Ti Z3 一 2。 (26) 
于 是 得 到 错误 结论 ， 方程 组 (23) 有 无 数 解 
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Xs 二 及 (任意 )， zs 二 2 一 k&， ti 二 0， 
通过 含 人 ,错误 发 生 了 ,可 见方 程 组 (25) 是 病态 的 。 
改变 主 元 避免 了 上 述 困 难 。 如果 我 们 从 方程 组 (23) 的 第 一 和 
第 三 个 方程 消去 zi( 用 12- 元 素 作 为 主 元 )， 得 到 
0.9999 zz 十 0.9999 73 一 1.9999 
0.0002 23 一 0.0002， 


(27) 


(27) 中 第 一 个 方程 合 和 人 后 为 
xX» 十 ws 二 2，。 
第 二 个 方程 保持 不 变 ， 因 为 系数 0.0002 (一 2 x 10- 人 只 包含 一 个 
有 效 数 字 。 因 此 我 们 得 到 近似 解 . 
Xs 二 1， To 二 1, 0 一 0， 
它 是 很 靠近 准确 解 (24) 的 ， 

在 上 例 的 解 题 过 程 中 ， 固定 了 有 效 数 字 的 个 数 ， 但 没有 仅 因 某 
系数 看 起 来 很 小 而 丢掉 它 。 事 实 上 ,可 以 用 10 的 短 乘 (27) 的 第 二 
个 方程 ,非常 简单 地 改变 这 方程 系数 的 大 小 ,又 不 影响 有 效 数字 的 
个 数 。 于 是 我 们 看 到 这 个 方程 等 价 于 2xs 一 2. 

许多 计算 机 都 设计 成 允许 这 种 小 数 点 移动 . 我们 称 这 些 计 算 
机 是 采用 浮 点 算法 的 。 当 然 ， 在 某 些 情形 下 定点 算法 更 为 合 
理 . 

关于 线性 方程 组 数值 解 的 进一步 的 资料 ， 可 以 在 下 列 参 考 书 


中 找到 ， z 
1. B. Noble, Numerica!l Methoads 1.1titeratton, Pro- 


gramming and Algebraic Equations, University Mathema- 


tical Text,Oliver & Boyd,1964。 

2. W. G. Bickley & R. S$. H. G. Thompson, Mairices, 
Their Meaning and Manipulation, English University 
Press, 1964. : 

3. B. Noble, Notes on the Numerical Solution of 
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Simaulitanesus Linear Algebraic Equations, The University 


of Wisconsin,M. R. C. Report No. 644AD,U. S. Army,1966.. 


练 习 
23. 芳 窜 系数 1.985 一 个 小 变化 来 证 明 方 程 级 
和 十 2¥=0 


Z 十 1.985y 一 一 1 
是 病态 的 。 
24. 证 明 方 程 组 
人 光一 2y=0 
r+1.985 y=—1 
是 恨 态 的 . 
25, 证 明 , 当 aas 一 azasl 非 零 唱和 系数 wa 和 ax 相 比 为 小 的 时 候 。 
方程 组 


EE: he 一 0 


QuT:+arr,=—1 


是 病态 的 。 对 照 这 条 规则 检验 练习 23 和 24。 
26. 证 明 方 程 组 


0.0001 ww 十 0.0001 x,=0 
XT! 十 27; 二 一 1 


是 民 态 的 。 这 里 Gi.q2: 一 G19s1 似乎 是 “小 的 ”>， 然 而 ， 它 和 系数 sl 和 al: 是 
同一 数 基 级 的 ,因此 ,这 个 方程 是 良 态 的 。 除 了 直接 比较 二 数 之 外 ,术语 “小 = 
和 “大 ?就 没有 多 少 意 义 了 . 

27， 如果 auazz 一 aitza 一 0 证 明 练习 25 的 方程 组 或 者 不 相 容 ， 或 者 有 
无 数 解 。( 表 达 式 4442: 一 qz02, 称 为 系数 矩阵 的 行列 式 ， 后 面 有 一 章 中 我 们 
将 研究 行列 式 和 它们 在 线性 方程 组 中 的 应 用 .) 

28. 在 例 11 方程 组 (28) 中 ,和 力 y= 二 10'x,。 解 所 得 到 的 y, ,x;,xs 的 方 积 
组 .首先 在 第 二 ,第 三 个 方程 中 约 去 10-:。 然 后 可 以 看 出 ,适合 方程 组 的 y;， 
,7 的 值 都 吓 辐 一 数量 级 的 。( 称 形 如 y;= 二 10'x, 的 代 换 改 变 了 方程 组 的 
比例 .》 


e A 。 


第 三 人 草 癌 量 空间 的 理论 


在 这 一 章 里 ， 我 们 继续 向 量 空间 的 研究 。 我 们 要 引进 线性 组 
合 , 线 性 无 关 和 基 的 概念 ,并 用 这 些 概念 来 讨论 向 量 空间 的 维 数 ， 


5.1 线性 组 合 ; 向 量 空间 的 生成 元 
设 必 是 同 景 空间 。 给 了 性 中 的 向 量 Yi yyvy 以 及 纯 量 C19 
-cr 问 量 加 
CiV1I 十 。，。，， 二 CrV， 
称 为 Vi Vo 的 线性 组 合 。 
例 1 
在 丈 * 中 ， 设 
v 一 (1 一 1 得)， w=(—2,0,—1), s=(1, 2, 一 地). 
测 s 是 vv 与 w 的 线性 组 合 ,因为 
s 一 2v 十 村 W。 


此 外 ,也 龙 s 和 WwW 的 线性 组 合 , 因 为 


例 2 
定义 函数 
yi1(t)=sinwt, y(t)=eos wt, 
讽 数 y! 和 ya 的 所 有 线性 组 合 构 成 微分 方程 
Eoy=0 (oF0) 
11.3 节 例 3) 的 通 解 . 
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向 量 空间 的 生成 元 
向 量 空间 的 向 量 vi …，vr 的 一 切 可 能 线性 组 合 的 集合 构 
成 字 的 子 空间 FF，。 因 为 对 中 的 任意 向 明 


8=C1Vi 二 +***+CrV; 


与 
t=CQCIyI 十 -。 十 CiV，， 
25“ 也 包含 向 量 
$ 十 ft 一 (C1 二 CGI)VI 十。。 十 (cy 十 CQ)V， 
与 


RS 一 (ROY 十。 十 (RPRC)V，， 

对 一 切 纯 量 尺 。 由 1.3 节 练 习 10 即 得 出 结论 . 

如 果 乡 的 每 个 向 量 可 表 作 v，……，v' 的 线性 组 合 , 我 们 称 Y 
的 子 空间 多 由 Vi,… ,Vv 生成, 称 Vi,… ,v1 为 2 的 生成 元 ， 特别 
地 ,如 果 儿 = 则 是 由 Vi,……,vV; 生 成 的 . -一 个 可 由 有 限 个 向 量 
生成 的 向 量 空间 叫 作 有 限 生 成 的 向 量 空间 。 

例 3 

微分 方程 


2 
oY +wiy=0 


所 有 解 的 向 量 空间 由 上 述 例 2 中 定义 的 函数 yi; 和 y 生成 ， 

例 4 生成 向 量 空间 2 的 向 量 vt, …，,v* 本 身 属于 经. 

每 个 Vv (=1, 7) 可 表示 为 vi,vr 的 线性 组 合 ， 例 如 

vs=—=0vVvi+lvs+O0Ovs+...…++O0v,. 
例 5 向 量 空间 议 ; 由 下 列 三 个 向 量 生 成 
e=(1,0,0), es=(0,1,0), es=(0,0,1)., 

这 是 因为 多 ; 中 任意 一 个 向量 v= (olypay os) 可 表 作 ei,e2 各 

es 的 线性 组 合 ， 


了 一 | 十 Ve» 十 2363 。 


se $5) 。 


例 6 还 有 许多 其 它 生成 灾 ? 的 方法 。 例 如 ,向 量 bi 二 (1,1， 
0)，bs= 二 (1,0,1)，bs 一 (0,1,1) 生 成 多 '. 
我 们 必须 证 明 Vv 二 (91,92,93) RR 可 表 作 bi,b, 和 bs 的 线性 组 合 ， 
假设 存在 纯 量 xi, zs 和 xs 使 
v= wibi + Xob, + vsbs, z (1) 
则 
(51 202 03) 一 (1 71 0) 十 (20 02) 十 (0 233) 
(wit Tit ts, v2 Ys). 
办 此 我 们 要 求 xi, xz 和 zs 适合 线性 方程 组 
多 | 十 省 一 ?21 
1 十 W3 一 0a 
Z2 二 4 和 3 一 03。 
这 方程 组 的 解 为 


,1 
71=F (V1+ v2 98) 


1 

Y2 一 本 (01 一 22 十 23) | 
1 

vv a(t ot os). 


在 (1) 中 如 果 这 样 选择 ZX1 72 和 7s, 问 量 V 二 (91,22,D08) 就 表 
成 了 bi,bs 和 bs 的 一 个 线性 组 合 . 

例 7 不 应 该 由 前 面 两 例 推断 家 的 任意 三 个 向 量 生 成 整个 
三 -空间 .例如 , 癌 量 


v=(1, 一 1 二)， w=(—2,0,—1), s=(1, 一 2, 一 地 ) 


生成 史 * 的 一 个 真子 空间 2 
因为 


s=2v+ FW, 
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所 以 5 中 每 个 向 量 可 表 作 v 和 w 的 线性 组 合 : 
. TiV+ I2W+ Has—= (1 二 2 rs) YY 十 (za 十 却 2s)w。 


为 了 证 明 22 是 Fi? 的 真子 空间 ,我 们 只 需 在 充 : 中 拿 出 一 个 
不 能 表 作 v 和 w 线性 组 合 的 向 量 即 可 。(1,0,0) 就 是 这 样 的 向 
量 ， 假 设 


1 
(1,0,0)=Yy1(1,—1,-—)+ y:(—2,0,—1), 


则 yi,Y2 必须 适合 方程 组 
yi—2 y2=1 
一 yi 一 0 
1 
BY1™ y2 一 0。 


这 方程 组 不 相 容 .因此 5 是 多 " 的 真子 空间 . 

几何 上 可 以 这 样 解释 这 个 例子 ， 当 我 们 把 名 :的 向 量 看 作 关 
于 某 个 坐标 系 原 点 的 位 置 向 量 时 ,22 中 每 个 向 量 都 在 包含 v 和 亚 
的 平面 中 ， 而 向 量 (1,0,0) 在 这 平面 之 外 。 


练 习 


1。 宏 :中 , 设 
v=(1,1), w=(2,—1)., 

把 下 列 向 量 表 作 YY 和 vw 的 一 个 线性 组 合 8 

(i) (8,—1)s 

(ii) (0,—3);s 

(iii) (—6,3). 
这 些 向 县 中 有 能 用 不 只 一 种 方法 表 作 v 和 mw 的 线性 组 合 的 向 量 吗 ? 用 图 说 
明 

2. 以 下 哪些 向 晤 集合 生成 宠 ?? 

(Gi) (1,1,0),(2,2,0),(C0,0,1); 

《ii) (1,—1,0),(1,0,-—1),(0,1, —1)s 
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《iii) 《1 1 1) 1 一 1 1) (1 一 1 一 1); 

(iv) (1,1,0),(1,0,0),(0,1,0).,(0,0,1). 

3， 殉 4 中 , 设 

a= (1,1,0,1), b=(1,0,1,1), ¢=(0,1,—1,0), d=(1,1,1,0). 
证 明 8& 是 b,c 与 d 的 线性 组 合 ， 

[提示 ， 找 出 纯 量 xy， 和 x,, 使 &= 二 x 由 十 orc 十 Tsd。 ] 
再 证 明 d 不 是 a,b 和 < 的 线性 组 合 . 

4. 证 明 家 "不 能 由 练习 3 的 回 量 a,b,c 和 4d 生 成。 

5。 求 一 个 向 量 ,使 它 和 a,b,c 一 起 生成 鹏 4。 

6。 如 时 aiiaz: 一 ic 二 0 证 明 

b,=(alas) 和 hb 一 (atsy az) 

生成 哆 *. 

[提示 ， 应 用 例 6 的 方法 .] 

再 证 明 其 逆 ， 如 果 aar 一 atas 一 0, 则 b 和 hbs 不 生成 胸 *. 

[提示 ， 证 明 要 末了 ,一 0, 要 末 b, 关 0 且 对 某 个 纳 量 避 ，b, 一 户 b,。 无 论 蛙 
种 情形 ,都 可 找到 一 个 向 量 , 它 不 是 b 和 jh: 的 线性 组 合 .] 

用 数值 例子 说 明 这 些 结果 . 

7. 以 下 哪些 向 量 和 集合 生成 多 ?7 

(iD 《1 58， G16, (bb,1), 

(ii 《ly 人 3) (1 1) 01 1) 


5.2 线性 相关 和 线性 无 关 

我 们 称 向 量 空间 向 量 v,.…,v, 是 线性 相关 的 ， 如 果 它 们 满 
足 一 个 非 平 凡 线 性 关系 ， 即 有 一 -组 不 金 为 零 的 纯 量 c1,，…, 6,， 
使 . 

civi 十 。… 十 crvr 一 0. (2) 
如 果 Vi,* ,vi 所 满足 的 线性 关系 只 是 平凡 的 线性 关系 
0vi 二，…。 十 0v:=0， 

淹 我 们 称 1 是 线性 无 关 的 . 

例 8 如 有 果 向 量 vv …，vr 中 有 一 个 是 零 向 量 , 则 它们 线性 
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相关 . : z : 
假设 v=0。 则 v1,… ,Vv 适合 非 平凡 关系 
0v+..-+0Ov_ tev 一 0， 
这 里 c, 天 0. 
例 9 向 量 | 
Vi=(0,2,4,0,c,4), v2=(0,0,0,4,e,f), 
vs=(0,0,0,0,—1,g8) 
是 线性 无 关 的 ， 
假设 
W=C1Vvi+c2ovat+ csvs =0. 
因为 w 第 二 个 元 素 是 0, 所 以 我 们 必 有 ci1=0。 因 为 w 第 四 个 元 
素 是 0, 所 以 我 们 必 有 cs 一 0。 最 后 我 们 有 cs 二 0。 这样 vv 和 vs 
所 适合 的 线性 关系 只 有 平凡 关系 了 . 
我 们 可 把 例 9 推广 如 下 ， 设 v1,…,v, 是 名 "中 非 零 向 量 , 它 
们 的 首 元 素 出 现 得 一 个 比 一 个 向 右 , 那 末 v1,… ,v, 线性 无 关 . 
例 10 让 我 们 回 亿 3.1 节 的 例题 . 
( 例 1) 向 量 v,w 和 s 是 线性 相关 的 。 它们 适合 非 平 凡 关 系 


2v+Twit (—1)s=0., 


( 例 2) 函数 yi 和 yz 线性 无 关 ,. 假 定 
| : cisinwt + ccoswt=0 : (3) 

对 一 切 +.(3) 中 置 {=0 我 们 得 到 cs=0。 因 此 也 有 ci=0。 于 是 
yi 和 ys 所 适合 的 线性 关系 只 有 平凡 关系 。 / 

〈 例 5) 向 量 

el 一 (1,0,0)， es=(0,1,0), es=(0,0,1) 
是 线性 无 关 的 . 因为 首 元 素 出 现 得 一 个 比 一 个 向 右 . 

( 例 6) 疝 量 (1,1,0)，(1,0,1) 和 (0,1,1) 线 性 无 关 。 我 们 将 
在 后 面 ( 例 12) 用 以 下 线性 相 ( 无 ) 关 判别 法 来 证 明 这 一 点 . 
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家 "中 线性 相关 判别 法 


设 
Vi=(9190129 °° V1) Vo (V1 V229 "9 V2n) 9 
”3 =(Vris Vr2s "°° ,Vrn) 
是 gp* 的 + 个 向 量 . 溉 4 是 得 为 .ws 的 +x 矩阵 ， 
VI: 212 “ee vi 
4 二 D21 V22 V2 
。。 。. 
Vy] Ur Urs 


用 行 初等 变换 把 4 化 简 为 阶梯 形 ,车 B 有 零 行 , 则 vi，…;vr 
线性 相关 ， 否 则 Vv,……,v, 线性 无 关 。 

为 了 证 明 这 个 判别 法 ,我 们 需要 一 个 引 理 . 

引 理 I (a) 已 知 vw，……v，…vr 线 性 相关 , 则 


Vi COVi。。Vr (cE0) (4) 
和 
ViTbvi Ve 《天 7) (5) 
也 是 线性 相关 的 . 


(b) 已 知 vi… vi ,Vr 线性 无 关 , 则 问 量 (4) 和 (5) 也 是 
线性 无 关 的 . / 
证 明 (a) 假设 Vv，…,v,，……, v; 线性 相关 。 则 它们 适合 
一 个 非 平凡 关系 : 
CIVi+t+*** TOVt +CVv;, 二 0., (6) 
这 就 得 出 
civi 十 。。 + 也 (cvi) 十 。 .二 cry 一 0 


是 vi， 1 的 一 个 非 平 凡 关 系 。 因此 V1 Ci9 9 
v; 是 线性 相关 的 ， 
从 关系 式 (6) 我 们 还 能 求 得 
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cl1VI 十 *。 t+e(Vit Rv,)+** 十 (Ci 一 Rci)vi 二。。 十 Crvr 一 0 
这 是 vi ,Vi 十 Rv,,，…，,V; 的 一 个 非 平 凡 关 系 ， 因 为 若 每 个 系 
数 cj … ,cc 一 Ke，cy 等 于 零 ， 则 (6) 中 每 个 系数 也 等 
于 从. 这 和 我 们 的 假设 矛盾 .。 因此 vi ……，vi+Rvi，……vr 线性 
相关 。. 

证 明 〈(b) 存在 vi; Ce Vi Vy 或 Vi viLRvi 
Vv; 的 一 个 非 平 几 关 系 导 致 一 个 V， …，V，…，vr 的 非 平 凡 关 
系 . 因此 如 果 vb ,vi;,…,v; 线性 无 关 ， 则 向 量 (4) 和 (5) 也 都 
线性 无 关 . 

推论 I 设 4 和 B 是 7 xn 行 - 等 价 年 阵 . 若 4 和 殖 的 行 回 
量 依 次 是 Vi，vr 和 Wi,*** ,Wy， 则 vi- ,Vr Wi Wy . 
或 者 都 线性 相关 ,或 者 都 线性 无 关 . 

证 明 引 理 了 证 明了 第 II 和 第 HI 种 行 初等 变换 保持 行 向 量 
的 线性 相关 或 线性 无 关 . 对 第 工种 变换 这 也 显然 是 成 立 的 . 

现在 我 们 可 以 证 明 宏 " 中 线性 相关 的 判别 法 了 。 假设 召 有 零 
行 ， 则 8B 的 行 是 线性 相关 的 ( 例 8 ). 由 推论 工 , 4 的 行 也 线性 相 
关 . 

反之 ,假设 B 没 有 零 行 。 因 为 B 是 阶梯 形 的 ,所 以 它 行 的 首 元 
于 出 现 得 一 个 比 一 个 向 右 ， 因 此 B 的 行 线性 无 关 ( 例 9 ). 由 推论 

1 , 4 的 行 也 线性 无 关 ， 
例 11 判别 向 量 


v=(0,2,5,1, 士 ) 


. w=(2,2, 一 二 ,1,1) 
va 一 (一 8, 一 1,12,4, 一 3) 
v 一 (4,3, 一 1;0,2) 
的 线性 相关 性 


hr A bd 


设 4 是 行为 vi，…，v4 的 和 矩阵。 我 们 用 行 初等 变换 把 4 化 
简 为 阶梯 形 。 如 果 我 们 把 行 向 量 加 上 标记 ， 那 末 所 施行 的 行 初等 


变换 就 能 清楚 地 看 出 ， 

0 2 5 1 

4 一 _ 工 
2 2 > 1 
一 8 一 1 12 4 
4 3 一 1 0 

1 

2 2 了 1 

7| 0 2 5 1 

—8 ”一 1 12 4 

4 3 一 1 0 
2 2 一 到 1 1 
1 
他 。 一 _ 
7| 0 2 5 1 35 
0 7 10 8 1 
4 3 —1 0 2 

1 

2 2 3 1 
7| 0 2 5 1 
10 8 
一 0 一 2 


pe 


A 


Mm + 


一 


Vs 


Va 


2 2 To : 1 1 Ya 
7 0 0 5 一 3 Vi+2(VvV/,—2 ya) (7) 
0 7 10 8 1 jva+4dv, 
0 一 | 0 一 2 0 V4—2 Vo 
1 
2 2 一 了 1 1 Vo 
1 
Ty} 0 0 5 一 3 -3 Vi—4v2+2vV 
0 0 IJ0 一 6 1 (Vs+ A4vs) +7(Vv/,— 2v,) 
0 一】 0 一 了 0 V4—2V 
l 
2 2 一 人 1 Vo 
2 
1 
7 0 0 5 一 3 py Vi 一 4Va 十 2YV4 
0 0 0 0 w 
0 一 | 0 一 2 Va—2 Va 
这 里 w={vs+ 4v+7(V—2Vv2)}—2{vVi—4v +2v,} 


一 一 2VvI 一 2va 十 vs 十 3 Vi。 
我 们 不 必 再 作 下 去 了 。 因 为 已 经 得 到 一 个 零 行 ， 所 议 我 们 断言 向 
量 vi,yz,vs 和 wi 是 线性 相关 的 .因为 我 们 有 行 向 量 的 标记 ,所 以 
我 们 能 写 出 一 个 非 平 凡 线 性 关系 ， 它 是 mw 三 0, 即 
一 2vI 一 2vyy 二 Vs+3Yv 一 0. 《8 ) 
上 例 中 我 们 选用 42- 元 素 作 主 元 来 清理 第 二 列 ((7) 式 )、 我 
们 认为 这 个 主 元 比 22- 元 素 好 ， 仅 仅 是 因为 这 样 算 起 来 方便 . 
例 12 判 源 向 量 z 
Vi=(1,1,0), V2=(1,0,1), vs=(0,1,1) 
是 线性 相关 的 还 十 线性 无 关 的 ， 
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1 1 1 1 1 0 Y 1 
四 0 V2 7I0 一 人 1| YC—Vi 
0 1 va 0 1 1 ws 


0 2 Ys 十 V2 一 V1 
这 最 后 的 矩阵 是 阶梯 形 的 (但 不 是 简化 阶梯 形 )， 它 的 每 一 行 


都 有 非 零 元 素 . 因此 由 判别 法 ,向 量 vvz 和 vs 线性 无 关 . 
例 13 假设 向 量 vi,… v, 线性 相关 。 证 明 这 些 向 量 中 至 少 


有 一 个 可 表 作 其 余 向 量 的 线性 组 合 。 
在 在 一 个 非 平凡 关系 


CIVI 十 … 十 Cryv 一 0， 
其 中 Cc: 才 0 ,对 某 个 ? 。 
因此 


CD 
-的 


我 们 已 把 Vi 表 作 了 YY1， 9 Vi-i1s Vi+l "3Vr 的 线性 组 合 。 
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8， 判别 下 列 oP!: 向 量 集 合 的 线性 相关 性 。 如 果 线 性 相关 ， 试 求 一 个 非 
平凡 关系 ， 再 把 这 个 集合 的 某 一 个 向 量 表示 为 其 余 向 量 的 线性 组 合 . 

(i) (1， 1,0), (2, 2, 0)，(0， 0, 1); 

(ii) (1， 一 1，0)，(1， 0， 一 1)，(0， 1, —1); 

(iii) (1, 1, 1), (i, —1, 1), (1, ~—1, —1); 

(iv) (1, 1, 0)，(L， 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1). 

9. 证 明 弦 ! 中 任意 四 个 向 量 线性 相关 ,一 般 地 证 明 , 如 果 m>n, 则 
静 " 中 任意 名 个 向 量 线性 相关 . 
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10， 判 别 下 列 多 :向量 集合 的 线性 相关 性 

(i) (2)7), (1231,2), (12t, 1)3 

Gi) (ii (i,1,1), (0,1,1). 

11， 用 线性 相关 判别 法 ,再 作 3. 工 节 练 习 3， 注 意 , 虽然 8,b,e,d 线性 
相关 ,但 向 量 d 不 可 表 作 a,b,c 的 线性 组 合 ， 

12。 如果 9g1102: 一 484:021 关 0; 证 明 b, 二 《(g41,69z1) 和 b= 二 (qa1;,42:) 线性 无 
关 。 

[提示 ， 注 意 ac 和 as, 中 至 少 有 一 个 一 定 不 是 零 .] 
反之 正确 吗 ? (和 3.1 节 练 习 6 相 比 较 .) 

13。 证 明 , 如 果 v 和 Ww 线性 相关 , 则 必 有 

Ww 二 0 或 v=kw 

对 某 纯 量 &。 

14。 证 明 如 果 一 个 向 量 空间 由 > 个 线性 相关 向 量 生 成 , 则 可 选择 这 些 向 
量 下 的 7 一 1 个 生成 相同 的 向 量 空间 。 (作为 数值 实例 ,可 见 3.1 节 例 7.) 


3.3 基 和 维 数 


设 VV, ,Vr 不 同 量 空间 % 的 向 量 ,使 得 
(Gi) Vi",Vn 生成 7， 
(ii) vi Vn 线性 无 关 ， 

则 我 们 称 Vi,…… ,v, 构成 ?的 基 . 


例 14 向 量 : : z 
el=(1,0,0), ee: 二 (0,1,0)， es 二 (0,0,1) 
构成 多 ?的 基 . 
b=(1,1,0), b,=(1,0,1), bs=(0,1,1) 
构成 哆 ? 的 另 一 组 基 . 
“ww 间 量 eyez,es 和 jb 不 构成 % 的 基 , 因 为 虽然 它们 生成 ， 
但 它们 不 是 线性 无 关 的 ， 
阿 量 
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"一 (1 一 1 于)， W 一 (一 2,0，, 一 1)， s=(1, 一 2, 一 二) 


不 构成 家 3 的 基 . 因 为 它们 醚 不 是 线性 无 关 的 ， 又 不 生成 史 ; ( 它 
们 生成 一 个 真子 空间 ). 

例 15 证 明 有 限 生 成 向 量 空间 9” 有 有 限 基 。、 

假设 o 由 vi,…… ,Vv; 生成 。 如 果 这 些 向 量 线性 无 关 ， 则 它 
们 和 成 有 限 基 。 如 若 不 然 ， 我 们 可 以 应 用 3.2 节 练习 14 ， 得 到 
s(<r) 个 向 量 ,它们 生成 9 并 且 线性 无 关 . 

例 16 设 儿 是 % 个 向 量 生成 的 向 量 空间 . 证 明 对 m>n， 
2 的 任意 m 个 向 量 线性 祖 关 ， 

假设 2 由 vi,…… ,Vv; 生成 。% 的 任意 向 量 可 表 作 线性 组 合 
civi+ .十 Cava， 且 可 以 方便 地 记 之 为 % 元 组 (e1,…,c,)。 可 
用 与 家 "中 向 量 相同 的 方法 ， 对 这 些 半 元 组 进行 加 法 和 纯 量 乘 

设 bb 是 g 中 你 个 向 量 ， 则 对 守 =1， ,mp 可 表 
作 vi va 的 线性 组 合 : 

b, 一 aiivl 十 “in Va—= (Gis** * ,Gin), 


现在 ,因为 mr 二 n, 和 矩阵 


qll Gin 

U21 C2n 
i 

ml dmn 


行 -等 价 于 一 个 有 零 行 的 阶梯 形 矩 阵 (2.4 节 练 习 22)。 因此 ,根据 
我 们 的 判别 法 ,向 量 了 1,… ,bn 是 线性 相关 的 . z 
定理 I 设 % 是 有 限 生成 向 量 空间 ， 则 Y 的 每 一 组 基 都 有 
相同 个 数 的 向 量 . 
证 明 由 例 15,，Y%- 有 一 组 有 限 基 . 设 vi,…,v; 是 一 组 基 ， 
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其 中 所 含 向 量 个 数 最 少 ; 而 bi,…… ,bs 是 2 的 另外 任何 一 组 基 ， 
由 我 们 ?的 选 法 , 知 m 宇 n。 而 如 果 rmn, 则 由 例 16, bi,**…, 了 b» 
线性 相关 并 因此 不 构成 % 的 基 。 于 是 有 mm 二”n. 

维 数 

设 9% 是 有 限 生 成 向 量 空间 .2 的 任何 一 组 基 中 的 向 量 个 数 
称 为 o 的 维 数 ， 如 果 这 个 数 是 ,我 们 称 % 是 一 个 2 维 向 量 空 
间 . 如 果 对 某 有 限 数 %x 有 一 组 ww 个 向 量 的 基 , 则 我 们 称 Y 是 
有 限 维 的 . 

例 17 

(a) 家 "是 一 个 呈 维 向 量 人 空间， 


(b) SY + zy 一 0 (ww0) 


的 解构 成 2 维 向 量 空间 .这 空间 的 一 组 基 是 y1,y2, 这 里 
yi(t)=sin wt 和 yz(t) 一 cos Of 。 
例 18 多 项 式 
设 aoal au 是 实数 。 我 们 称 


PT)=a0ot ATT+ :+ ar 


为 + 的 一 个 ( 实 ) 多 项 式 。 如 果 a 天 0, 我 们 称 p(x) 是 3% 次 的 .把 
一 个 实数 ao 当 作 0 次 多 项 式 . 这 里 我 们 包括 了 4ao=0 这 种 可 能 ， 
在 这 种 情形 我 们 有 零 多 项 式 06(x) 二 0。 两 个 多 项 式 
460 十 0181 十 -…… 十 Go 和 Do+pDZ 十 .十 DZ 

相等 当 且 仅 当 它们 有 相同 次 数 且 a 二 6;, 对 每 个 

可 用 自然 的 方法 把 两 个 多 项 式 相 加 或 相 乘 而 得 到 一 个 新 多 项 
式 . 

一 切 次 数 二 % 的 多 项 式 集合 构成 一 个 % 维 同 量 空间 和 2 ,. 2% 
个 多 项 式 

Do(Z) 一 1，DI(E) 一 2 DZ) 一 Oo ，Do-1(Z) 一 2 

构成 2 的 一 组 基 。 
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证 明 这 些 多 项 式 生 成 多,, 因 为 任意 一 个 次 数 m 过 rn 的 多 项 

式 ， 
Qo+ Gi 二 .tans"” 
是 po(3),-… ,ps-1(2) 的 一 个 线性 组 合 
Gopo( FT) 十 GIDICZ) + + anpn(s),. 
为 了 证 明 它们 线性 无 关 ， 考察 线性 关系 
copo(x)+ eps) 十 … 十 Co ID (rs)=0(2) 
即 
Co+ CI 十 ,十 Ci 1 二 0, 
由 我 们 多 项 式 相 等 的 定义 ， 得 出 这 样 一 个 关系 仅 当 C0 一 01 一 "一 
c.-1 二 0 时 才 成 立 . 这 便 建 立 了 线性 无 关 性 而 完成 了 上 证明 . 

为 了 理解 上 述 证 明 ， 我 们 必须 把 这 里 涉及 的 多 项 式 相等 的 问 
题 与 解 关 于 z 的 一 元 方程 的 问题 区 别 清 楚 ， 例 如 ， 可 对 xz 解 方 程 
%2 一 LI 一 尿 十 1， 

而 得 到 两 解 
Y 一 2 和 二 一 1;} 
然而 ,多 项 式 x? 一 1 不 等 于 多 项 式 + 十 1. 

例 19 证 明 z 的 所 有 多 项 式 的 向 量 空间 多 不 是 有 限 维 空 
间 . 

设 光 是 由 有 限 个 多 项 式 生成 的 向 量 空间 . 那 末 显然 不 能 
包含 比 每 个 生成 元 次 数 都 高 的 多 项 式 . 这 样 % 是 多 的 一 个 真子 
空间 ,因此 多 不 能 是 有 限 维 的 . 

在 下 面 的 定理 中 ， 我们 列举 了 一 些 关 于 基 的 有 用 的 事实 . 

定理 I 设 是 一 个 % 维 向 量 空间 . 

(a) 的 任何 % 个 线性 无 关 向 量 构 成 的 一 组 基 . 

(b) 撩 的 任何 7 个 线性 无 关 向 量 是 区 一 组 基 的 一 部 分 。 

(c) 任何 生成 的 % 个 向 量 构成 的 一 组 基 ， 

证 明 (a) 假 设 v,.…', Vv, 是 的 线性 无 关 向 量 . 设 w 是 
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的 任何 向 量 ， 则 Vi,…- ,v。, w 线性 相关 〈 例 16) 。 于 是 存在 一 个 
非 平凡 关系 

cv 十。 十 Cuv + dw=0. 
在 这 关系 里 4 尖 0, 因为 如 车 不 然 , 就 存在 一 个 v，……，vo 的 非 平 
凡 线 性 关系 ， 这 与 v1,'…… ,v 的 线性 无 关 矛 盾 . 因此 


于 是 v……w 生成 ,并 因此 构成 的 一 组 基 ， 

(b) 和 (c) 的 证 明 留 作 练 习 。 

例 20 证 明 多 项 式 1+zy,1+2 27Y+2 构成 的 一 组 基 . 
把 2 一 3 x+w? 表达 为 这 些 基 向 量 的 线性 组 侣 。 

由 定理 I(a) ,只 要 证 明 这 些 多 项 式 线性 无 关 即 可 。 我 们 用 三 
元 数组 (ao,a1,02) 来 表示 22s 中 的 多 项 式 

1g(T) 一 Co 十 qiY 十 G202。 

显然 ， 多 项 式 的 加 法 和 纯 量 弱 法 与 相应 的 三 元 组 看 成 家 ”的 癌 
量 时 相应 的 运算 一 致 .因此 我 们 可 以 通过 判定 家 :中 的 相应 相 量 
(1,1,0), (1,0,1) 和 (0,1,1) 的 线性 无 关 性 , 来 检验 1+ wz，1+z2， 
7 十 2%” 的 线性 无 关 性 . 而 吏 * 中 上 述 三 向 量 的 线性 无 关 性 在 3.2 
节 例 12 中 已 验证 ， 

最 后 ,我 们 必须 求 出 常数 c1/，cs 和 cs ,使 

2 一 3y 十 X2 一 cl(1+TY)+cal+zZ2) +Cs(CZ 二 22)， 
由 系数 相等 ， 我 们 得 出 
ci 十 C2 一 2，C1I 十 Cs 一 一 34，0C2 十 C3 一 1。 
这 个 线性 方程 组 有 唯一 解 
Ci 一 一 上 ， C2 二 3， Cs 三 一 人。 
例 21 证 明 多 项 式 
Pi1(7X7)=2 xX+5 z2 十 Z3 十 二 Z4 
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22(2) 一 2 十 2 5 一 于 22 十 zz3 十 or 


23(Z) 一 一 8 一 % 十 1222 十 423 一 3204， 
DIT)=4+3 7X— Xi+2 24 


线性 相关 . 

我 们 用 (ao,al,aaz,as,a4) 表示 多 项 式 aoTaiz 二 aa2 十 
4s23+ 4424， 则 例 21 的 四 个 多 项 式 依次 对 应 3.2 节 俩 11 的 四 个 
问 量 。 这 就 得 出 这 些 多 项 式 适 合 非 平 凡 线 性 关系 

一 2 D(X)—2 p(t)+ paz)+3 pt)=0 
见 3.2 闻 关 系 式 (3))。 
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15。 下 列 哪 些 向 量 集合 构成 多 "的 基 ? 在 构成 基 时 ， 反问 是 (2， 3,0) 表 作 
基 问 量 的 线性 组 合 . 

() (1,1,0),(2,2,0),(0,0,1); 

(ii) (1,~1,0), (1,0,—1), (0, 1, —1)s 

(iii) (1,1,1), (1,—1,1), (1,—1,—1); 

(iv) (1,1,0),(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1), 

[提示 ， 见 3.2 节 练 习 8,] 

16. 下 列 哪 些 多 项 式 集合 构成 次 数 之 3 的 多 项 并 向 量 空间 的 基 ? 在 构成 
基 了 时 ,把 2+3z 表 作 基 向 量 的 线性 组 合 . 

(i) 1 二 ZI)2 十 2w72; 

(ii) 工 一 多 一 东 人生 一 六 2 

(i) 1-+x+r :1l—7r++r ,1—r— rs 

(iv) 1+7x,1,%,r*. 

[提示 ， 见 练习 15.] 

17。 求 例 21 四 个 多 项 式 生 成 向 量 空间 的 维 数 . 

18. 证 明 3 次 多 项 式 集合 不 构成 向 量 空间 . 

19. 验证 向 量 (1,1,0,1),(1,0,1,1) 和 (1,1,1,0) 线 性 无 关 。 求 出 纪 ' 的 
一 个 向 量 ,使 它 和 以 上 三 个 向 量 一 起 构成 用 的 基 。 
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20. 证 明定 理 II(b) 和 (c)。 

[提示 ，(b)f 5 vi ,Vr 线性 无 关 。 如 果 7 二 n， 则 它们 构成 学 的 一 
组 直 (定理 11(a)).。 7r>>%w 的 情形 是 不 可 能 的 ( 例 16)。 假设 +r 之 %。 由 定理 I 
vv 不 构成 和 的 基 。 现在 证 明 存 在 一 个 向 量 Vi+i 使 得 v ynr， 
vv+; 线性 无 关 ， 要 证 明 (c) ,用 3.2 节 例 13 就 推 得 和 定理 1 矛盾 .]“ 
” “21. 证明 如 果 向 量 vi …，v，, 构成 向 量 空 间 %Y 的 基 ， 则 中 每 个 向 量 
都 可 唯一 地 表示 作 V1，…，v。 的 线性 组 合 。 反 之 对 吗 ? 

22. 用 两 种 方法 把 (2, 一 1,3) 表示 为 (1,1,0)，(1,0,0)，(0,1,0) 和 
(0,0,1) 的 线性 组 合 ， 


3.4 无 限 维 向 量 空间 


我 们 在 3.3 节 例 19 中 发 现 ,所 有 z 的 多 项 式 的 向 量 空间 不 能 
由 有 限 个 多 项 式 生 成 ， 全 
不 是 有 限 维和 的 .为 了 讨论 这 些 向 量 空间 ， 我 们 必须 把 3.1 市 引入 
的 一 些 概 念 一 般 化 . 

定义 工 设 是 向 量 空 间 ， 又 设 V,… vs， 是 中 间 量 
四 有 限 束 大 从 全 如 果 的 每 一 个 向 量 可 表 作 问 量 vv (i=1, 
2,， …) 的 有 限 个 数 的 线性 组 合 ， 则 我 们 称 vi1， van 
成 

如 果 不 能 由 有 限 个 向 量 生 成 , 则 我 们 称 是 无 限 维 的 . 

例 22 所 有 实 系数 的 7 的 多 项 式 的 空间 多 由 多 项 式 1,7x， 
,Tz*,，…- 上 和 成。 多 是 无 限 维 的 . 

见 3.3 节 例 18 和 19.， 

定义 IL 如 果 vi,…,v,，*…… 的 一 切 有 限 集 构成 线性 无 关 
集 ， 则 称 向 量 vi ……vs，…… 是 线性 无 关 的 ， 

例 23 多 中 向 量 1,x,.… 7， 是 线性 无 关 的 。 

例 24 证 明 线 性 无 关 向 量 的 一 个 无 限 集合 生成 一 个 无 限 维 
问 量 至 间 . 

假设 : 上 们 生成 一 个 维 空间 ， 则 由 3.3 节 例 16, 这 集合 的 任 
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意 n+1 个 向 量 都 线性 相关 。 这 是 一 个 矛盾 ,于 是 证 明 完 成 。 

定义 HI 如 果 

“(a) 向 量 wm ,Vv。，…* 生 成 ,和 且 

(b) vi …，,v，… 线 性 无 关 ， 
则 称 向 量 空间 区 的 向 量 vi ……,vs，…… :构成 9 的 一 组 基 ， 

例 25 多 项 式 1,z，…,zs,… 构 成 轿 的 一 组 基 ， 

这 立刻 可 由 例 22 和 23 得 出 . 

找 出 无 限 维 空间 基 的 问题 不 总 是 那么 容易 解决 的 。 例 如 考察 
在 区 间 0<z<<1 内 的 一 切 连续 函数 的 向 量 空间 。 我 们 能 不 能 找 
”出 这 空间 的 一 个 基 , 即 我 们 能 不 能 找 出 一 个 线性 无 关 函 数 集合 ,使 
得 在 0x<1 连续 的 任何 函数 可 表 作 这 集合 中 有 限 个 函数 的 线性 
组 合 呢 ? 如 果 你 考虑 到 这 空间 里 连续 函数 的 多 样 性 (从 z=0 到 
z 二 1 的 任何 连续 曲线 确定 一 个 连续 函数 )， 你 可 能 认识 到 这 是 一 
个 困难 的 问题 。 实 际 上 ， 要 解答 这 个 问题 就 超出 本 书 的 范围 了 ， 
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23. 下 列 哪 些 多 项 式 无 限 集 构成 儿 的 一 组 基 ? 

(DD) 11 十 yy1 二 z 十 22 1 十 和 十 了 2 十 3。。 

(ii) 1+z%,%TF v2: rr i 

(iii) 1,1 二 zz 十 ray08 十 2002 十 4 

在 一 个 集合 构成 基 的 时 候 ， 把 多 项 式 1 十 2 x* 一 xz: 表 作 有 限 个 基 向 量 的 
线性 组 合 。 | 

24. 证 明 三 角 函 数 sin x ,sin 2 zysin 3 zx，.. 是 线性 无 关 的 。. 

5 提示 ， 假设 对 某 个 正 整 数 有 线性 关系 

ci Sin yy 十 cs sin2 w+-…+e, sinns—=0, 
对 一 切 z 成立 。 由 计算 


而 
f (cl Sinw 十 cxsin22 十 .… 十 cr Sinyy 十 .… 十 csinxz)sinrrdy， 
一 再 


证 明 对 一 切 r(1<r 和 nx),ce,=0.。] 
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第 四 章 ”用 向 量 方法 的 坐标 几何 


在 本 章 中 ， 我 们 将 用 向 量 方法 研究 三 维 坐 标 几 何 。 我 们 引进 
两 种 向 量 “ 乘 法 ”， z 

(i ) 点 积 或 纯 量 积 ， 及 

(六 ) 又 积 或 向 量 积 ， 

两 个 向 量 的 点 积 是 一 个 纯 量 ， 此 纯 量 与 这 两 个 向 量 的 长 度 及 
它们 的 夹 角 有 关 . 点 积 的 概念 是 很 重要 的 ， 这 是 因为 它 不仅 在 坐 
标 几 何 里 有 用 ,而 且 还 出 现在 物理 问题 中 (例如 一 个 力 所 作 的 功 是 
一 个 点 积 ) ,还 因为 高 维 空间 中 的 正 交 性 这 个 重要 概念 正 是 通过 推 
广 点 积 来 讨论 的 。 下 一 章 里 ， 我 们 要 讨论 正 交 性 。 

两 个 向 量 的 叉 积 是 一 个 向 量 。 象 点 积 一 样 ， 在 物理 里 它 有 重 
要 的 应 用 (例如 力矩 是 一 个 叉 积 )。 然 而 ,和 点 积 不 同 的 是 , 叉 积 不 
能 直接 推广 到 异 于 三 维 的 空间 上 去 ， 

除非 另 有 说 明 ， 本 章 的 所 有 向 量 都 假定 是 三 维 的 。 它 们 由 一 
个 长 度 和 一 个 方向 来 确定 ， 或 等 价 地 由 一 个 三 元 数组 v=(v1， 
v2,03) 来 确定 ,此 三 元 数组 给 出 了 这 个 向 量 在 某 直 角 坐 标 系 中 的 
三 个 分 量 . - 


4.1 三 维 空间 中 的 向 量 的 长 度 和 方向 


为 了 表示 三 维 空间 中 的 点 ,我 们 引入 一 个 右手 直角 上 坐标 系 O1， 
02,03 (图 18)。 坐标 系 之 所 以 称 为 右手 系 , 是 因为 如 果 使 右手 的 
姆 指 和 食指 依次 指向 O01 和 0 和 2 方向 , 那 末 右手 的 中 指 可 指向 03 
方向 ， 用 左手 是 不 能 做 到 这 一 点 的 ! 

设 忆 点 的 位 置 向 量 是 Vv， 关 于 这 个 坐标 系 ，(21,v2,93) 能 表示 
v 和 P 忆 二 者 数 91,v;,2 称 为 这 个 坐标 系 下 书 的 坐标 和 v 的 分 
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图 18 右手 直角 坐标 系 


量 ， 
由 
MA 过 (1) 
给 出 v 的 长 度 ， 
证 明 在 图 18 里 , 角 0RP 和 0QR 是 直角 ， 因 此 , 由 毕 过 
哥 拉 斯 定理 
Iv|?=0OP?=0R:+ RP:~=0Q+QR+ RP=vi + v2 +v3, 
这 就 是 所 要 证 明 的 . 
注意 1&vl= 1#|lv| ,对 任意 纯 量 成 立 . 
有 单位 长 度 的 向 量 a 称 为 单位 向 量 。 向量 
ei=(1,0,0), €=(0,1,0), es=(0,0,1) 
是 华 标 轴 方 向 的 单位 向 量 ， 常 常 依次 用 i,j,k 分 别 表示 它们 ,向 
量 ( 计 ， 子 ， 亏 ) 也 是 单位 向 量 . 
设 v 是 任意 非 零 向 量 .向 量 
ua 一 -TY (2) 
是 v 方 向 上 的 单位 向 量 ， 
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作出 问 量 v 方向 上 的 单位 向 到 的 过 程 称 将 正 规 化 Y。 
方向 余弦 


设 v= (visv4;0s) 是 一 个 任意 向 量 ， 在 图 19 中 用 OP 表示 。 


图 19 方向 余弦 


设 < 是 OP 和 01 轴 的 夹 角 ， 因为 QP 位 于 一 个 与 包含 02 
和 0 3 轴 的 平面 相 平行 的 平面 中 ,所 以 角 OQP 是 直角 。 

因此 
O00 V1 
oP lvl 


类 似 地 ,如 果 有 和 ?依次 表示 OP 和 02,0P 和 03 的 夹 角 ， 


COS = 


co8g 有 = 


se=== 
& | 
一 


和 cosy? = 
cosa cos6 和 cosr 称 为 回 量 
V 一 (51,22， 73) 
的 方向 余弦 ， 
通常 用 字母 ! ,和 和 % 表 示 方 向 余弦 .立即 可 推出 下 列 关 于 
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方向 余 总 的 一 些 事实 ， 

(i ) 两 个 向 基 v 和 ww 有 相同 的 方向 作 缠 当 且 仅 当 一 是 的 
正 倍 数 。 

《这 ) 如 果 员 是 正规 化 v 所 和 的 单位 向 量 , 凤 


1 
“hi”? 


则 = 二 (1 ,m,n%n)， 这 里 1 ,on ， "是 v 的 (也 是 = 的 ) 方向 余 张 
cosa ,cospB ,cosy, 
(iii) (cos@a)*+ (cosB)+ (cosy )2 王 B+ mt 1. (3) 
例 1 求 v=(2, 一 2,1) 的 方向 余弦 ， 


正规 化 v, 得 到 和 v 有 相同 方向 的 单位 向 量 计 (2, 一 2, 1)。v 
的 方向 余弦 是 : 
2 


2 
coOsa = | cos 有 一 一 了 ， cosy = 二 。 


“和 ?是 锐角 ， 而 有 是 钝 角 . 
注意 一 "= (一 2,2, 一 1) 的 方向 余 履 是 
1 


cos a’ 二 一 二 cosB' 一 + 们 ， cosy’ 一 3， 


这 和 关系 a 二 x 一 a,pB' = 二 x 一 8,y' =z 一 > 相符 合 ( 图 20) 。 

例 2 两 点 间 的 距离 
PP 和 QQ 的 位 置 向 量 依次 是 v 和 w (图 21)。 求 P 和 QQ 之 闻 的 
距离 
PQ 二 w 一 v。 因 此 PP 和 QQ 之 间 的 距离 是 jw 一 v|. 

用 坐标 的 语言 来 说 ,， 如果 忆 和 0 依次 是 点 (v1,9i,08) 和 (wi， 
ww3 ,03) ,| 

PQO=V (wv + (0 + (0). 
长 讼 iw 一 v1 又 称 为 向 量 v 和 w 之 间 的 距离 . 


5 7 


图 21 PP 和 QQ 的 距离 


练习 
1， 求 向 旺 v=(1, 一 1,2) 的 长 度 和 方向 余弦 。 正 规 化 v 得 到 什么 向 


量 ? z 
2. 对 间 量 一 ?二 (一 1,1, 一 2) 和 3v=(3, 一 3,6) 重 复 练习 1, 
3. 证 明 四 点 P(1,1,1), @ (2,0,3)，R (0,1,2)，S《 一 1,2,0) 构 成 一 个 


平行 四 边 形 PQRS。 求 对 角 线 PR 和 QS 的 长 度 ， 
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4.2 点 积 (或 纯 重 积 ) 


设 Vv 二 (v1,V2,9V3) 和 WwW 一 (zi Wa, ws) 依 次 是 局 这 和 妨 对 于 一 
个 直角 坐标 系 的 位 置 向 量 ( 郊 图 21)。 假设 v0 和 w 关 0, 因 此 P 
和 不 同 于 原点 0。 我 们 定义 向 量 Y 和 w 的 炎 角 为 角 P0Q8(= 
0), 使 0 委 委 rr. 


由 余 嘴 定理 
PQ=0P’:+OQ—2 OP.00Q cos 0。 (4 
我 们 有 : 
PO:=|w—vi*=(w—2) + (wv2) + (ws—9)’, 
OP*=|v]?=vi +v3+v3 


和 
00=|w|?=w? + w? + wy. 
代 到 等 式 (4) 里 并 化 简 ,我 们 得 到 
Cos 一 二 一- 2 3 TT -33 (5) 
这 个 表达 式 的 分 子 称 为 铝 量 v==(v1,52,2s) 和 ww 三 (Wi ta 0s) 的 
点 积 或 纯 量 积 ， 记 作 
V* 双 一 012D1 十 02202 十 23108 。 (6) 
上 比 式 也 定义 了 当 Yv=0 或 w=0 时 v 和 vw 的 点 积 。 于 是 ,对 一 切 问 
量 v 都 有 DD':v=v:0=0., 
可 把 公式 (5) 表达 为 
v-w=|vllwilcos 0. (7) 
常 把 这 个 式 子 作为 两 个 韭 零 问 量 v 和 w 点 积 的 定义 。 在 这 个 
定义 中 不 需要 参照 一 个 特殊 的 坐标 系 . | 
例 3 求 向 量 v=(1, 一 2,2) 和 w=(0,3,4) 的 夹 角 9. 
Ivf=y G+4+4) =3,， lwl=5, 


se 1 w 


vy-w=(1. 0) 十 (一 2.3) 二 (2.4) 一 2。 
代入 公式 (7) ,我 们 得 到 cos 0 一-j5， 由 此 可 求 出 0、 


正 交 性 
我 们 称 两 个 非 零 向 量 是 正 交 的 (或 垂直 的 ) 当 且 仅 当 它们 之 间 
的 夹 角 是 一 个 直角 .由 公式 (7) ,这 等 价 于 它们 的 点 积 等 于 零 ， 
说 零 问 量 0 和 男 一 个 闯 量 构成 一 个 角 没 有 什么 意义 ， 因 为 我 
们 不 能 给 0 分 配 一 个 方向 .但 我 们 将 采用 0 正 交 于 每 个 向 量 的 约 
定 。 这样 ， 我 们 可 无 例外 地 叙述 . 
定义 I ”两 个 疝 量 v 和 w 是 正 交 的 , 当 且 仅 当 vw=0. 
例 4 验证 v=(1,2,1) 正 交 于 w=(2, 一 2,2). 
v.Ww 一 1.2 二 2.( 一 2) 十 1.2 一 0。 
根据 我 们 正 交 性 的 定义 ， 向 量 0 和 自身 正 交 。 没 有 别 的 向 其 
有 这 个 性 质 ， 因 为 车 
Y 一 (521 03) 0， 
别 | 
vvy 一 0 十 2 十 00。 
我 们 已 经 磊 便 证 明了 可 用 点 积 表 示 出 长 度 ， 
Ivi?=v.vy, (8) 
例 5 假设 ab 和 ec 是 适合 ac 一 b'e 的 向 量 。 这 可 推出 a= 
b 到 ? 
不 ! 我 们 不 能 约 去 c。 例 如 若 
el 一 (1,0,0)， ez=-(0,1,0) 和 es=(0,0,1)， 
则 z 
e163 二 62:63 二 0, 
但 el 水 se:， 
在 以 下 定理 中 ， 我 们 列举 了 点 积 的 三 个 代数 性 质 . 它们 给 出 
了 运算 规律 ， 同 时 也 是 我 们 将 在 下 一 章 考 谷 的 一 般 情形 的 基础 ， 
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定理 1 点 积 有 以 下 性 质 ， 
(a) 它 是 对 称 的 ，ww 一 w'v5 
(b)》 它 是 双 线 性 的 s*(Rv+iw) 二 k(s*v) +1(s*w)， 
z (kv+iw)':s=Ek(v.s)+l(w'.s)s 
“(c) 它 是 正定 的 : 车 Vv 关 0, 则 vv>0 且 0.0=0， 
从 点 积 的 定义 (6) 容 易 验证 这 些 性 质 , 注意 性 质 (c) 仅仅 是 叙 
述 了 一 切 非 零 向 量 有 正 长 度 . : 
例 6 证 明 :如 果 a'e=b.e 对 一 切 向 量 e 成 立 , 则 a=b( 和 例 
5 相 比较 ). 
从 ae=b.e 我 们 得 到 (a 一 b) .ce=0( 用 定理 I(b))。 于 是 a 一 
b 正 交 于 e, 对 一 切 向 量 e 是 正确 的 .特别 ,a 一 b 正 交 于 自身 ,而 除 
了 0, 没 有 其 它 向 量具 有 这 个 性 质 。 因 此 a=b. 


练 习 


4、 求 夹 角 ， 
(i 向量 (1,2,2) 和 (2, 一 1, 一 2); 
(ii》 向 量 (1,2,2) 和 (一 2,1,2). 
并 加 以 比较 . z 
5. 证明 三 点 P(1,1, 一 1),Q (3,2,1)，R( 一 1, 一 1,0) 构成 一 个 等 虱 三 
角形 PQR。 求 出 角 QPR。 再 求 出 QR 中 点 于 的 坐标 ,并 验证 PM 垂直 于 
Qh. 


[提示 ， 用 p,qr 表示 卫 ,Q , 忆 的 位 置 向 量 。 则 PQO=q 一 p， 等 等 .] 

6 。 求 一 个 向 量 ， 使 它 正 交 于 v=(1,2,2) 和 Ww=( 一 2, 一 1,2) 两 者 ,证 
明 恰 有 了 两 个 单位 问 量 正 交 于 v 和 Ww 两 者 。 

7. 设 el=(1,0,0) ,es 一 (0,1,0),es 一 (0,0,1)。 (这些 是 坐标 轴 方 向 的 
单位 癌 景 .) 验 证 当 i 天 ;7 有 时, ei:e,=0, 和 e;:e; 二 1. | 

可 把 任何 向 量 v 表 作 

V= (v9) = ve Vs. 

验证 
Vi=V*:@, (41=1,2,3). 
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8. 设 向 量 bb: 和 bs 互相 正 交 且 是 非 零 的 。 证 明 它 们 是 线性 无 关 的 。 
[提示 ， 假 设 一 个 线性 关系 z 
cib+csb,-t csbs =0. 
取 和 上 b, 的 点 积 就 证 明了 c,=0, 等 等 .] 
9. 已 知 非 零 向 基 a 和 b, 求 形 如 a 一 却 的 最 短 向 量 ， 
[提示 ， 在 图 上 试 对 各 种 值 有 画 a 一 动 。 求 得 a 一 肋 尽 可 能 短 的 简单 几 
何 准则 .1 
10。 求 顶点 为 P(l1,1,1),Q(2,0,3);B(0,1,2), S( 一 1,2,0) 的 平行 四 . 
边 形 PQRS 对 角 线 PR 和 QS 的 夹 角 . 
11、 证 明 a 一 b 和 a-b 正 交 的 充分 必要 条 件 是 all = 和 bi. 
[提示 ， 用 定理 工 和 公式 (8).] 
几何 中 相应 定理 是 什么 ? 试 加 以 说 明 . 
12、 证 明 a 和 hb 正 交 的 充分 必要 条 件 是 
latbl?= lal bh’. 
开 何 中 相应 定理 是 什么 ? 
13、 证 明 任意 平行 四 边 形 中 对 角 线 平方 和 等 于 相 邻 两 边 平 方 和 的 两 倍 。 
14. 从 4 移动 到 B， 常 力 F 所 作 的 功 (图 22) 等 于 F 在 运动 方向 分 量 数 
值 和 运动 距离 的 乘积 。 把 它 表 示 为 点 积 。 


FF 
0 : B 
A 写 


22 一 个 力 所 做 的 功 


15。 证 明 ， 车 定义 V=《v1,92) 和 WW 二 (wi,Ww;) 点 积 为 
VW= vw + v0 
公式 (7) 和 (8) 对 二 维 问 量 有 效 。 
16. 本 练习 涉及 在 一 个 直角 坐标 系 中 表达 的 二 维 向 县 。 
(i) 求 v=(3,4) 和 w=(5, 一 12) 的 夹 角 . 
(ii) 求 正 交 于 v= 二 (3,4) 的 一 个 向 量 。 证 明 恰 有 两 个 单位 向 量 正 交 于 


用 图 说 明 你 的 解 。 
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4.5 三维 空间 中 的 平面 方程 


从 原点 到 平面 所 画 垂 线 长 P=OP 和 0 了 方向 的 单位 向 量 
u=(1,m,n) 决 定 了 三 维 空间 中 的 一 个 平面 (图 23)。 我 们 把 这 个 
向 量 称 为 平面 的 单位 法 向 量 ， 如 果 平 面 道 过 原点 (p=0), 我 们 选 
委 直 于 平面 的 两 个 单位 向 量 中 的 任何 一 个 ( 记 作 u) 作为 单位 法 向 
量 ( 没 取 的 另 一 个 单位 法 向 量 是 一 吕 。 


图 23 平面 方程 
一 点 "Q(z,y,z) 在 平面 中 当 且 仅 当 PO 正 交 于 u. 设 rz= 00。 


于 是 PQ=06 一 0P rpu， 因 此 这 平面 的 方程 是 
Wr pu)=0,. (9) 


一 > 


”由 此 
UU:r=p(u:u)=n 
( 记 住 是 单位 向 量 ). 把 u= (7,m,%) 和 
_ r=(%,Yy,2) 
代入 ,我 们 得 到 这 平面 方程 形 如 


* 本 章 到 这 里 ,我 们 已 经 用 了 容易 推广 到 维 空间 的 记号 。 现在 我 们 改 成 三 维 儿 
何 更 通用 的 z ，y，2 记号 。 


es I7 +* 


ly+ my+nz= =p: ,， (10) 
这 里 7 是 从 0 到 这 平面 的 释 直 距离 ， U=(L,m :六 是 这 平面 向 单位 
法 向 量 。 

当 p=0， 平面 方程 是 Ls + my + n=0 如 果 在 这 情形 我 们 
取 一 u 二 (一 L, 一 m, 一 %) 作为 单位 法 向 量 ， - 我们 得 到 方程 一 Lz 一 
my 一 nz 二 0; 它 显然 确定 同一 个 平面 . 

注意 , 当 4 ,5b ,5 不 全 为 零 时 ,Z，y ， z 的 任意 线性 方程 

OtoYt ese (11) 
代表 了 一 个 平面 

证 明 我们 可 以 假设 4d 宇 0, 因为 如 果 4<0, 我 们 可 用 一 1 乘 
方程 (11) 每 项 . 用 非 零 数 

k= (arth+e) 


除 (11) 我 们 得 到 

Ils+my+nz=nD, (12»》 
。 0 mo n= 0 一 了 二 1 我 
这 里 一下， mm 大， 1 p? Pp xz>0 且 C+m +n 1 .我 


们 看 出 方程 (12)( 因 而 方程 (11)) 是 这 样 一 个 平面 方程 ， 这 平面 和 
原点 的 垂直 距离 是 2, 单 位 法 向 量 是 =(7,mmy2), 我 们 把 方程 (12) 
称 为 方程 (11) 的 标准 形式 . 注意 向 量 (a,? ,5) 垂 直 于 方程 (11) 所 
确定 的 平面 ， 

例 7 描述 由 下 列 方程 确定 的 平面 ， 

(i) 278++3y% 一 42 一 5 及 

(11) 2 w+3y—42=:-5, 

(i》 的 标准 形式 是 


2 3 4 5 
VV Vy 
而 (ii) 的 标准 形式 是 


a 78 。 


2 
V29 V29 V29 V29" 
这 两 个 平面 是 互相 平行 的 。 每 一 个 平面 都 在 离 原点 距离 为 


处 ， 从 9 画 出 的 单位 向 量 u=(- 记 ,- 天 ,一 -有 ) 指 向 平面 


7 
《ii)， 单 位 向 量 一 a 指 向 平面 (ii) ， 两 而 问 的 中 证 7 
例 8 摘 述 方程 为 
.3X++4Y=5 
的 平面 . 


这 个 平面 包含 zy 平面 中 的 直线 工 ，3 5 二 4 一 5, 且 平 行 于 
z- 轴 (图 24). 


图 24 平面 3 zx+4y=5 


这 平面 的 标准 形式 方程 是 


3 4 
ET 二 DYyY+02 二 |。 


DO 到 这 平面 的 垂直 距离 是 1。 这 平面 的 单位 法 向 量 是 


(4 
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平面 波 

妆 通 过 介质 传播 一 个 扰动 的 时 候 , 波动 便 发 生 了 .熟悉 的 例 
子 古 和 于 一 颗 小 石子 到 水 池 里 引起 的 水 波 ,在 空气 中 传播 的 声波 ,以 
及 在 以 太 中 传播 的 电磁 波 (无 线 电波 ,光波 )， 在 一 个 豆角 坐标 系 
中 , 要 描述 一 个 波动 ,只 要 说 明 每 一 点 (z,y,z) 在 每 一 时 刻 上 的 扰 
动 就 可 以 了 .这 个 扰动 记 为 U(X,y,z,t). 

以 常 速 ” 沿 着 单位 向 量 ua 方向 传播 的 平面 波 具 有 下 列 性 质 : 

(i) 给 了 任何 垂直 于 nu 的 平面 Z 和 任何 固定 时 鹿 , 则 了 的 一 
切 扩 上 扰动 是 相同 的 . 

(ii) 经 过 时 间 t 以 后 扰动 已 在 u 方 向 传播 了 距离 vt. 

假设 u=(,m,n)。 于 是 工 的 方程 是 

pn my 十 nz=4， 

这 里 9 是 某 个 常数 ( 见 图 25). (注意 在 这 个 图 示 中 2 是 负 的 , 因 
为 u 指 离 17)， 


图 25 平面 波 


经 过 时 间 t 后 , 在 平面 HI' 上 将 观察 到 原来 在 卫 上 的 扰动 ， 
27 的 方程 是 - 
Li 十 YY 十 22 一 0 十 2 


* 8&0 » 


现在 设 f 卫 是 一 个 任意 的 一 元 消 数 .于 是 
UCw,y,2,t)=f Or +my+ ns— vt) 


013) 


表示 了 如 上 描述 的 一 个 平面 波动 ,因为 原先 在 平面 1 上 用 局 来 度 
量 的 扰动 和 经 过 时 间 t 后 在 “上 度量 的 扰动 是 相同 的 ,两 者 都 是 


了 (9) 。 
在 1.3 节 例 4 中 ， 我 们 引进 过 波动 方程 


OU PU OU 160 0 
Or? Dy2 0z2 wv 012 “* 


(14) 


现在 我 们 证 明 平 面 波 一 数 (13) 适 合 这 波动 方程 ， 由 此 说 明 给 方程 


《14) 取 这 样 的 名 字 是 有 理由 的 . 
证 明 对 z 求 偏 导 数 我 们 得 到 
Sf vt my+nz—ot) 


: 2 
SE 1 (ly+ my++ nz—vt), 


这 天 和 f* 各 表示 函数 下 的 一 阶 和 二 阶 导数 ，( 例 如 ,如 果 


U=sin(lxs + my+nz—vt)， 则 


5 一 1-cos(1z+ My 十 322 一 28)， 等 等 。) 


2 2 2 
类 似 地 我 们 计算 5， 和 -55 得 到 


OU OU OU 1 027 
Ox: 6y2 OzY wi Of 
2 
=| (tmitn) gs f(s +my+nz— vt) 
一 0， 
因为 52 上 2 十 02 一 1 
例 9 描述 平面 波 


U=sin(w cos CT+TYSina 一 2f)。 


(15) 


a S881。 


u= (cos avsin a,0) 给 出 了 波 传播 的 方向 ， 相 等 扰动 的 一 系 
列 平面 本 平行 于 z- 轴 ， 为 了 方便 , 可 画 一 草图 , 把 z- 轴 与 y- 办 
画 在 纸 平 面 上 (图 26). 


x 上 抗 动 的 度 时 


图 26 平面 波 U=sin(w cos at+y sin a—vi) 


可 以 把 方程 (15) 当 作 两 维 波 (例如 , 一 个 水 池 表 面 的 波 )。 这 
种 情形 下 图 26 中 1 表示 为 一 条 等 扰动 的 直线 。 波动 的 速 度 是 
多 。 
如 果 a 二 0, 方 程 (15) 表 示 了 由 
U=sin(%— v{) 
确定 的 沿 x- 轴 的 正弦 波 运动 ， 
练 习 
17. 描述 方程 “ 
x+2y—2z=1] 和 27 十 yY 十 2 一 3 
确定 的 平面 ， 
证 明 它 们 相交 成 直角 。 
[提示 ， 考察 它们 的 单位 法 向 量 .] 
8. 证 明 平 面 . 
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xz 十 2y 一 22=3 和 x+ 二 2Y 一 25 一 一 
是 平行 的 ， 求 出 它们 之 闻 的 做 直 虑 高. 
19. 求 含 点 4(1,2, 一 2) 且 平行 于 平面 . 
T+2y+2 2=3 
的 平面 方程 . 
[提示 ， 这 方程 一 定形 如 z 十 2 y 十 2 z= 二 k。 为 什么 ?] 
20. 求 点 4(1,2, 一 2) 到 平面 
入 十 2 十 2 2 一 3 
的 垂直 距离 ， 
[提示 ， 应 用 练习 19 和 练习 18 的 方法 .] 
21. 一 个 平 而 通过 (8, 一 2,2), (2,1, 一 4) 和 (2,4, 一 6)。 求 它 的 方程 。 
人 法 和 六 的 方向 余 兹 . 
- 证 明 可 以 把 平面 波 即 明 数 (13) 表 示 为 
U=f(u:r—vt) 
的 形式 . 
23. 证 明 
U=asin(x—2 y+22—6 vi 


确定 一 个 在 单位 向 量 = (地 一生， 半 ) 方向 上 以 2e 速度 运动 的 平面 波 . 
再 证 明 扰动 波长 是 ^ 世 ,振幅 是 a 


[提示 ， 证 明 可 把 波动 表示 为 
U=a sin 3(u:r—2 vt) 
这 是 (13) 形 式 的 函数 ， 这 里 f(g)=a sin 3g 且 用 29 代替 了 2 要 确定 波长 ， 
具 要 固定 1, 并 考察 沿 着 传播 轴 ! = =ku 两 个 相似 扰动 点 之 间 的 距离 ， ] 
24. 描述 平面 波 
(i) U=asin(3 a—4Yy—vi);, 
(ii) U=a sin(3 zs— 4Yy+v), 
Gii) U=a sin(4 s+3 y—vt). 
着 加 以 比较 。 
要 了 解 波动 的 简单 计算 ， 可 见 C. A. Coulson, Waves. a 


Mathematiica!l Account of ihe Common Tynpes of ‘Wave 
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Motion, Seventh Edition, Oliver & Boyd，1955 。 


4.4 ”向量 积 (或 又 积 ) 


问题 v=(a,b,c) 和 v= (a',b',c') 是 由 一 个 右手 直角 坐标 
系 所 表示 的 两 个 非 零 不 平行 的 向 量 。 求 与 v, Y 都 垂直 的 一 个 向 
量 . 
所 求 问 量 比 如 说 是 r= (x ,yy,z), 必须 适合 V'r==0 和 YI 一 
0, 有 即 
ax+byt+cz=0 
和 
a'wi+byt+ezs=0 (16) 
用 2 乘 第 一 个 方程 ,用 。 乘 第 二 个 方程 , 相 减 消去 z?。 得 
(pc 一 cb)y 一 (ca 一 GCC) 。 
类 似 地 ， 消 去 y 我 们 得 到 
(ap 一 pa )Y 一 (00 一 CD )2。 
因此 显然 ,对 任何 纯 量 & ， : 
X=k(be’—cb’), y=k(ca’~—ac’), 2=k(ab’—ba’) 
即 
Y 一 有 (DBc 一 CD ,ca —ac’,ab'—ba’) (17) 
是 方程 组 (16) 的 解 ， 这 实际 上 是 (16) 的 通 解 , 因为 它 显 然 包含 垂 
直 于 v 和 v 这 一 (唯一 ) 方 向 的 所 有 向 量 。 
在 方程 (17) 中 取 =1， 所 得 到 的 向 量 称 为 v 和 v 的 向 量 积 
或 又 积 ,并 记 作 *v xv 
于 是 
vxv’=(be’—cb’,ca’—ac’,ab'— ba’). (18) 
钠 使 v 和 YY 平行 或 等 于 0, 我 们 仍 用 公式 (18) 定义 v 和 v 的 网 量 


*” 另 一 个 通用 的 符号 是 YY'。 
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积 。 从 公式 (18) 立 刻 得 出 

(a) vx0=0xv 一 0, 对 一 切 v 成 立 ; 

(b) 如 果 v 和 Vv 是 适合 Vv 二 kv 的 非 零 向 量 ( 即 v 和 v 是 平 
行 的 ), 则 Yxv =0. 

下 图 可 以 帮助 你 记 住 公式 (18)， 


C a b 
义 义 义 
b a” b’ 


(a,b,c) x (a’,b’,c)=(be'—ceb’,ca'—ac’,ab’—ba’). 
向 下 的 第 头 联 系 着 正 的 积 , 同上 箭头 联系 着 负 的 积 。1，2，3 标明 
了 分 量 数 . : 
例 10 求 一 个 向 量 垂直 于 两 个 向 量 
v=(1,2, 一 1) 和 v=(]1, 一 1,2). 


2 一 1 2 
一 】 2 1 . 一 
由 图 我 们 计算 | 


vxv’=(4—1,—1—2,—1—2)=(3,—3,—3). | 
”这 个 向 量 (及 它 的 每 个 纯 量 倍 ) 垂 直 于 v 和 v。 可 以 很 快 验证 下 述 
结果 ，v.(vxv) 王 0 及 vvxv) 一 0 
例 11 i,j,k 是 右手 直角 坐标 系 坐 标 轴 0Ox,O0y,0z 方向 的 单 
位 问 量 ( 图 27)。 验 证 
ixj=k=—jxi, 
jxk=i=—kxj, 
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图 27 单位 向 量 1,j 和 六 


kxi=j=—ixk, 
ixi=jxj=Kx KS=0, 
我 们 有 
i=(1,0,0), i=(0,1,0), k=(0,0,1), 
验证 是 例行公事 .例如 : : 
ixj=(1,0,0)x (0,1,0)=(0,0,1)=k 


和 z 
jxi=(0,1,0)x (1,0,0)=(0,0,—1)=—k. 
vxvV 的 长 度 : | 
由 公式 (18) 我 们 有 
IvxvI:=(6c— ceb)?+(ca’—ac)+(ab'— Ba’)? 
=(a+b?+e?)(a?+b?+c?)—(aa’+bb’+ cee’)’ 
一 人 人 天 一 (vv )? 
=jv 上 vv 人 一 (vv fcos 0)? 《用 4.2 节 公式 (7)) 
因为 : z 
1 一 cos20 一 Sin20， 
可 得 
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[vxv l= fvlv lsin 9, (19) 
这 里 6 是 v 和 vw 的 夹 角 . : 
vxy' 的 长 度 等 于 以 v 和 为 相 邻 边 的 平行 四 边 形 面积 (图 
28)。 


图 23 向 量 积 


证 明 击 积 0PQR=0R.h=lvllvlsin6=|vxv, 

注意 对 非 零 疝 量 v 和 VvV， vxv’=0 当 且 仅 当 v 平 行 于 Vv 
特别 ，Y xv=0 对 一 切 Y 成 立 ， 

yxyY 的 方向 

设 在 一 个 右手 直角 比 标 中 ,Y=(4,6,0) 和 Y=(a’,b',6 ') 是 
人 我 们 将 证 明 疝 量 YxY 垂直 于 vv 和 

， 且 Y( 姆 指 )， 和 YY 《人生 万 一 个 有 用 于 向 量 组 
局 28) 

证 明 我 们 知道 YxY 是 长 度 册 公式 (19) 给 出 且 焉 丰 于 v 和 
Y 的 非 零 向 量 ， 剩 下 要 证 明 YyY，vi 和 vxY 构成 一 个 有 手 的 而 不 
”是 左手 的 三 向 量 组 ， 

我 们 用 连续 性 来 证 明 。 由 公式 (18)， 显 然 连续 改变 v 和 v' 导 
数 连 续 改 变 vxv ,我 们 把 v 连续 地 变 到 i 并 把 v 连续 地 变色 i 
(图 29)， 使 在 变化 过 程 的 任何 一 步 所 得 同 量 既 不 平行 又 不 为 

在 这 样 的 过 程 中 ，Y xY 总 不 取 值 0 并 连续 地 变 为 Lxj=k， 
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这 样 v,v 和 vxv 也 构成 一 个 右手 三 癌 量 组 ,因为 把 左手 三 同 量 
组 变 为 右手 三 门 量 组 的 连 
续 过 程 要 求 叉 积 在 某 一 步 

总 结 
设 v= 二 (gq,b,c) 和 v= 

“(a&',b',c') 是 由 一 个 右手 
直 钊 坐标 系 表示 的 同 量 . 
定义 
VXxY' 一 (BCc 一 [CD CGI 


图 29 三 向 景 组 的 广 续 变换 


一 CO ap —ba’). 


命题 I 
lvxvi=|vilv sin 9, 

这 里 9 是 v 和 v 的 夹 角 ， 

命 筷 I 如 及 v 和 v 不 是 零 向 量 又 不 平行 则 vxv 垂直 
于 v 和 Vv', 而 且 使 Y,Y 和 vxv 构成 一 个 右手 三 问 量 组 ，( 在 其 余 
情形 ， 由 命题 TvxY 一 0.) 

常常 把 命题 1 和 命题 作为 向 量 积 的 定义 ， 这 个 定义 不 用 
参照 一 个 特殊 的 坐标 系 . 

例 12 证 明 
| vxy 一 一 v Xv (20) 

从 定义 (18) 便 直接 得 出 这 点 . 

回 量 积 是 一 种 非 交 换 运 算 ， 以 后 我 们 将 碰 到 另 一 种 重要 的 非 
交换 运算 一 阜 阵 乘法 . 

例 13 验证 向 量 积 是 双 线 性 的 ， 对 一 切 向 量 v,w,s 和 纯 量 
开 , 7 有 
sx(kvi+iliw)=Rk(sxv)+i(sxw) 
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(Rv-tHiWwW)xs=k(vxs)+l(wxs). : (21) 

利用 定义 (18) 便 可 验证 ， 

例 14 同 量 积 是 结合 的 吗 ? 

不 是。 我 们 用 下 面 的 例子 来 说 明 这 一 点 ， 

(i xi) x jix (ixj), 

这 是 因为 左边 等 于 0x j=0， 而 右边 等 于 1xk= 一 j. 

表达 式 a xbxc 是 有 歧义 的 。 必须 加 括号 指明 以 怎样 的 次 序 
构成 这 个 又 积 。 

以 下 修改 了 的 结合 律 , 即 雅 可 比 恒等式 ,对 一 切 问 量 a,b,c 成 
立 ， 


ax(bxc)+bx(cxa)tecx (axb)=0, (22) 
可 以 用 关于 向 量 三 重 积 的 公式 
ax(axec) 一 (ac)b 一 (abh)ec (23) 


来 验证 雅 可 比 人 恒等式 ,而 要 证 明 公 式 (23), 可 设 
3 一 (zy 0z)， b=(Dssb,,0s), C=(cs,6yC:), 

再 用 问 量 积 和 扣 积 的 定义 即 可 。 

力学 上 的 应 用 

力 算 

以 并 二 7p 上 Fj 定义 力 F 关于 点 0 的 力矩 以 ， 这 里 了 是 CO 到 
作用 线 工 的 和 逝 直 距离 (图 30)， 设 @ 是 也 上 任意 一 点， 令 00=r. 
则 | 

M= pIFI= lr|llFIsin 6= lr x Fl. 

向 量 M=r XxF 称 为 F 关于 0 的 问 量 和 矩 . 

对 于 一 个 右手 直角 坐标 系 ， 设 F= (Bs, Ps, Ps ), r=(%,Yy, 
2)。 于 是 由 

M,.=yF,.—2F,, MM,=2F,—7xF,, MM,=2zF,—yF, 
给 出 M 的 分 量 . 

角 动 量 
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图 30 力 佐 图 31 角 速 座 


设想 一 个 质量 名 的 质点 在 图 30Q& 处 假设 这 质点 沿 了 方向 
以 速度 v 运动 。 于 是 把 这 质点 关于 O 的 动量 矩 (或 称 角 动量 ) 定 义 
为 辐 量 r x mv。 角 动量 的 分 量 是 

MYV—20), m2 RV), Mm(rv,—YV:), 

角速度 

例 15 一 个 刚体 关于 过 点 0 的 固定 轴 以 角 速 度 w( 弛 度 / 秒 》 
旋转 。 确定 这 刚体 上 一 点 书 的 速度 . 

设 吧 是 一 个 回 量 ,其 长 度 是 w, 并 指 问 右 螺旋 在 所 给 旋转 作用 
下 的 前 进 方向 (图 31). 设 z 是 己 关 于 0 的 位 置 癌 景 . P 沿 着 问 
量 wxr 方 问 运动 , 向量 wxr 垂直 于 包含 “和 rr 的 平面 。 进 一 
步 ，PP 有 速率 

op=lowllrlsin 0=|o xrl. 
因此 
有 一 人 U 六 让 

给 出 忆 的 速度 ， 风 量 @ 称 为 刚体 的 角速度 ， 


e 09f 。 


练 习 


25, 求 正 交 于 v= 二 (2, 一 1,3) 和 Vv = 二 (1,3, 一 2) 的 一 个 单位 向 量 。 

26. 求 包含 P(1,1,1),Q(3,0,4) 和 BB(2,4, 一 1) 的 平面 方程 . 

[提示 ，; 观察 PO=(2, 一 1,3) 和 PR=(1, 3, 一 2). 用 练习 25 求 出 平面 
的 单位 法 向 量 ,] 

27 ， 求 以 练习 26 中 P,Q,R 为 项 尽 的 二 角形 面积 . 

[提示 :考察 以 PQ 和 PR 为 边 的 平行 四 边 形 .] 

28， 如 果 axc=bxec， 可 推出 a=b 吗 ? 

29. 证 明 ， 如 果 axe=bxe 对 一 切 e 成 立 , 则 a 一 b。 

30. 用 几何 方法 证 明 ax (bxc) 是 向 量 b 和 e 所 在 平面 中 的 一 个 向量 、 

31， 当 a= 二 (1, 一 1,1),b=(1,2,0),c=(3, 一 2,1) 肝 ,验证 公式 (23)。 

32. 验证 雅 可 比 恒 等 式 ， 

33. 对 (axb) xe 求 出 一 个 类 似 于 (23) 的 公式 . 

[提示 应 用 公式 (20),] 

34. 设 a,b,c 是 点 4,B,C( 关 于 原点 0) 的 位 置 向 量 。 假设 a,b,c 构成 
一 个 右手 三 向 量 组 .证明 纯 量 三 重 积 a. (bxe) 等 于 以 04,0B ,0C 为 边 的 
平行 六 面体 的 体积 。 由 此 推出 : 

a: (bxce)=b:(cxa)=ce:(axb). 
然而 ， 必 须 注 意 ， 
a*(cxhb) 一 一 ab>yxec)， 
条 件 
a.(bxc)=0 

意味 着 什么 ? 

35. 一 个 力 F=(1, 一 1,2) 的 作用 线 通 过 点 Q (2,1,0)。 求 F 关 于 下 列 
各 点 的 力 惩 ， 

(i ”关于 原点 0; 

(ii》 关于 点 4(1,1,1); 

(iii》 关 于 成 B(5, 一 2,6)， 

36。 一 个 半径 3 cm 的 球 以 角 速 率 @=6 绝 度 / 秒 绕 过 其 中 心 0 的 固定 
轴 旋 转 .旋转 辅 在 向 量 v 一 (1,2,2) 方 向 上 ,v 是 由 以 0 为 原点 的 一 个 右手 直 
角 坐 标 系 表示 的 。 如 果 你 沿 v 的 方向 看 ， 旋 转 是 顺 时 针 方 向 的 . 求 球 表面 点 
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4 (3,0,0),B8(0,3,0),0C(0,0,3), D(1,2,2),B(2,1, 一 2) 的 线 速 讼 ， 作 一 个 
章 图 。 

37. 一 个 刚体 绕 过 0 的 轴 旋 转 , 旋 转轴 和 一 个 直角 坐标 系 的 坐标 轴 0x， 
Oy,0z 都 构成 相等 的 锐角 ,和 通常 一 样 ,把 0z 轴 取 作 铅 垂 方 向 。 在 特定 的 一 


骸 时 刚体 上 一 点 卫 有 上 坐标 (3,3,4)。 证明 在 这 一 瞬时 这 一 点 的 速度 是 水 平方 
向 的 . 


ee O02 。 


第 五 章 内 积 空 间 


在 第 四 章 里 ,我 们 引进 了 二 维 或 三 维 空间 里 的 点 积 .我 们 已 知 
道 长 度 , 角 和 正 交 性 都 可 以 用 点 积 表达 出 来 ， 在 本 章 里 ,我 们 将 推 
广 这 些 概 念 ， 首 先 我 们 把 点 积 概念 适当 推广 ， 我 们 在 5.1 节 中 做 
这 一 点 ,在 那里 我 们 引进 一 种 通常 称 为 内 积 的 纯 量 积 ,其 代数 性 质 
类 似 于 点 积 ， 点 积 是 内 积 的 一 种 特殊 情形 . 

带 内 积 的 实 向 量 空间 称 为 欧 几 里 得 空间 ， 在 欧 几 里 得 空间 中 
有 正 交 以 及 长 度 的 概念 ， 并 且 欧 几 里 得 几何 的 许多 定理 (例如 毕 
达 哥 拉 斯 定理 ) 都 有 相应 的 解释 ( 见 5.2 节 例 7). 

二 维和 三 维 欧 几 里 得 几何 中 的 定理 总 能 用 图 形 或 模型 来 说 
明 。 然 而 我 们 可 能 已 注意 , 当 把 这 些 定理 推广 到 高 维 空间 后 ,再 要 
从 几何 上 加 以 说 明 是 很 困难 的 了 .推广 了 的 正 交 与 长 度 的 概念 的 
实质 与 其 说 是 几何 的 ， 不 如 说 是 代数 的 . 

结束 本 章 时 ,我 们 将 简短 讨论 复 内 积 空间 , 即 西 空间 ， 


5.1 内 积 ， 欧 几 里 得 向 量 空间 


设 是 实数 上 的 向 量 空 间 ， 如果 对 任何 一 对 向 量 v, w 确定 
一 个 实数 Cv，w) 满 足 * 
(i) Kv,w>》= 二 《w,v》>〈( 对 称 性 ); 
(ii) 对 一 切 同 量 v,w,s 和 纯 量 大 
Op tas wc 
<Rv+tw,s > 一 pvs>+TIw,s> ( 双 线 性 ); 
(iii) 如 果 Y 夫 0, 则 4v,vy> 盖 0, 且 0,0>=0 (正定 性 )， 


” 和 4.2 节 定理 工 比 校 。 


® 人 3 ， 


则 函数 《,) 称 为 上 的 内 积 (或 纯 量 积 ) ,而 9 称 为 欧 几 里 得 向 量 
空间 . 
于 是 ,要 使 实数 上 的 一 个 向 量 空间 成 为 欧 几 里 得 向 量 空间 , 必 
须 在 它 上 面 定义 一 个 实 值 内 积 。 由 4.2 节 定 理 I, 我 们 立刻 可 见 带 
有 普通 点 积 的 三 维 空 间 是 一 个 欧 几 里 得 向 量 空 间 . 实际 上 ， 上 述 
定义 正 是 受 这 个 定理 的 启发 而 作出 的 ， 
例 1 两 个 重要 的 欧 儿 里 得 向 量 空间 
(i) oP" 上 定义 内 积 为 
YW =VWI + VoD 二 二 VW (1) 
这 里 Y= 二 919295595) ,WW= (Wi 2 ,Wn), 显然 上 述 定义 祷 
足 对 称 性 ， 双 线性 和 正定 性 这 些 条 件 。 我 们 将 用 2" 表示 这 个 欧 
几 里 得 向 量 空间 .对 % 一 2 或 3,@? 的 内 积 就 是 点 积 ， 
(ii) 在 区 间 a<x<5 上 连续 的 一 切实 值 函数 的 向 量 空间 上 
定义 内 积 为 ， 
《1,g2= 人 7(z)g(z)az， (2) 
我 们 将 用 .多 -。。 表示 这 个 欧 几 里 得 向 量 空间 。 
让 我 们 来 验证 定义 (2) 适 合 内 积 所 要 求 的 三 个 性 质 ， 
对 称 性 ， ， 
<“f， g>= 人 f(z)g(z)dz= | g(z)f(z)ax=《g, 了 7， 
双 线 性 ， 
Ckf +lg,h>=f (Rf +lg)(w)h(r)ds 


= (f(s) tig(r))h(r)dy 


一 gf FPCz)2Cz)az+if g(r) h(a) ds 
=kLf,h>+Kg,h>. 
柏 对 称 性 得 出 男 一 个 线性 条 件 ， 
正定 性 ， 假设 1 是 在 区 间 sa 委 x 和 8 上 不 恒 等 于 零 的 一 个 连续 
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函数 ， 则 根据 关于 连续 函数 的 一 个 著名 定理 
ef,f9= (f(s4) dr>0. 


最 后 ， 如 果 是 区 间 上 的 一 个 零 六 数 ， 即 对 一 切 > (a<s% <&b), 
(wx)=0, 则 


C0,0»= fa- 0. 


z (1 和 (2) 定 义 的 内 积 有 时 称 为 它们 相应 向 量 空间 上 的 标准 
内 积 . 
例 2 已 知 一 个 欧 几 里 得 向 量 空间 8 具有 零 向 量 9, 证 明 对 
中 一 切 f 有 
C0,f>=0=<f ,0>， 
因为 f+9= 了 ,所 以 我 们 有 
Cf ,f=<f +0,f> 


=<f,f>+¢0,f>. 
因此 
‘0,f>=0. 
用 对 称 性 ,还 有 : 
《<f ,8>=0. 
练 习 
1. 在 欧 几 里 得 向 量 空间 的 定义 中 ， 证 明 第 一 个 线性 关系 是 第 一 个 线性 
关系 和 对 称 性 的 推论 . 


2， 以 下 哪些 函数 <,> 定 义 了 囊 * 上 的 一 个 内 积 ? 
《i) <V，, 罗 7 一 Vi 十 bits 十 0sts 十 2 22105 一 2 DeWws} 
《ii ) CV WO=0 W010 Y Ws 2 Vas — 2 vst, 


(iii) Cv WO=vw0 v0 E90 OO— 0 OO— Vs 


中 1 1 
(iv) VWO=VW + Vs 二 vs > VW Va 
(Vv) Cv,WO=vIwi TT viw! + vw. 
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3 以 下 哪些 条 数 (， ,定义 了 一切 > 的 实 多 项 式 空间 包 上 的 一 个 内 积 ! 
C1) 《fg)= 人 fa)g(z)as， 


(ii) Ce>= | zf(s)a le) dr, 
《iii) 《六 g7= | rz)g(z)az 
Civ) CF, ge?= | zfls) gl) dz, 
(v) Cf.e>=— | .zfz)g(z)dai 


(vi) 《上 e>= e* f(rx)glr)ar, 


5.2 欧 几 里 得 向 量 空间 中 的 正 交 性 和 长度 

设 2 是 县 有 内 积 《;， > 的 欧 几 里 得 册 其 空间。 设 了 和 8& 是 史 
中 的 向 量 "。 我 们 定义 正 交 性 和 长 度 如 下 : 

(i) 了 和 8 正 交 当 且 仅 当 


‘<f,g»=0; 
(ii) 于 的 长 度 是 ， 
fil=Yy¢f, f>, 


1 fi 文 称 为 了 的 模 ， 

因为 @ 的 内 积 是 正定 的 ， 所 以 2 中 每 一 个 非 零 向 量 被 托 主 
了 一 个 正 实数 长 度 , 并 且 零 问 量 的 长 度 是 零 , 此 外 ,对 任何 纯 量 &， 

上 开 王 和 大 

以 上 定义 推广 了 在 和 GE” 中 通 稍 正 交 性 和 长 度 的 概念 ( 见 
4.2 太 ). 

注意 正 交 性 的 定义 关于 了 和 名 是 对 称 的 ，f 了 和 8 正 交 当 且 仅 
当 8 和 玫 正 交 。 我 们 也 说 了 正 交 于 8 ,或 正 交 于 上 .， 


” 因为 许多 欧 几 里 得 向 量 空间 把 陋 数 作为 它们 的 向 量 , 所 以 我 们 放弃 了 在 讨论 一 
角 理 论 时 采用 的 租 体 向 量 记 号 。 


三 a6 9 


例 3 在 25 中 , 求 v=(2, 一 1,0,4, 一 2) 的 长 度 ,再 证 明 v 正 
六 于 Ww=(3,4,2,1,3), 
v=Cyv,vy=4+1+0+16+4=25. 
因此 
Ivj =5. 
而 且 
《y,w> 一 6 一 4 十 0 十 4 一 6 一 0。 
因此 v 正 交 于 w。 
例 4 勤 让 德 多 项 式 
在 多 -中 证 明 ,由 勒 让 德 多 项 式 
Pi(z)=>， Pa(z) 一 于 (3z2 一 1) 
定义 的 函数 Pi 和 了 P; 是 正 交 的 . 求 它们 的 长 度 。 
1 
《Pb PD= Ps) Pas)ds=| (3 3—x)dr=0 
因此 Pl 和 了 P, 是正 交 的 . 
1 
IPih?=CPi, PD=) zadz=| 言 z3| 一 总， 
因此 : : 
_/2 
1P4=VY 三 ， 
类 似 地 可 证 明 


1Ps1=y/2. 


勒 让 德 多 项 式 在 物理 学 中 比较 重要 。 例如 它们 出 现在 拉 普 拉 
斯 方 各 和 薛 定 刘 方程 (1.3 节 例 4) 的 用 球 极 坐 标 表 出 的 解 中 .这 
些 多 项 式 的 一 般 定义 和 进一步 的 探讨 可 见 5.5 节 例 18. 

例 5 三 角 函 数 
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在 多 -we 中 证 明 下 列 三 角 函 数 相互 正 交 并 且 它们 的 长 度 都 


等 于 1: 
S.(n=1,2,3,...); Cn»,(m=0,1,2,3,...); 


这 里 


S,(X) 1 gin nz, 


7 元 


LO (2) 一 1 os mr (m0), 
st 


Colw) -二 却 : 


我 们 先 证 明 当 n 关 上 时 S, 和 SS, 正 交 及 ‖S,1 ==1. 


《<S,, S>= 去 | sin nw sin kx dr 


= (cos (2 一 有 )z +cos (n+k)v) dy, 


因此 , 当 nzsk 时 ， 
1 rsin(n—k)z sin(p+AR)Z 1* _ 
《NS,, 仿 >》 二 性 元 | 九 一 天 十 所 十 开 | =% 
向 当 # 一 大 时 ， 


2— ON\ .1 人 _ 
1S ,| 一 《9 人 ,> 一 7 元 1 dy 一 1， 
丘 此 
is 三 1 


用 类 似 的 方法 可 证 
Cn,l=1 (m=0,1,2,...). | 
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纵 及 对 7 


ce, » Ci>= 0 。 
还 有 对 一切 mm 和 
《Cn ? n> = 0. 
在 区 间 
上 六 玻 和 正 纺 冰雪 的 正 交 竹 ,是 伟 里 时 分析 理论 他 的 基础 
奇 函 数 和 信函 数 
计算 内 积 常常 要 涉及 形 如 
人 Fe)as 


葛 积 分 ,积分 区 间 是 关于 原点 对 称 的 ， 有 一 类 重要 的 函数 ,它们 的 
积分 取 零 值 . 图 数 卫 称 为 奇 国 数 ,如 条 对 一 切 % 

(一 z) 一 一 了 (z). 
因数 sin nz 是 奇 函数 ， 对 奇数 7?，x" 也 是 奇 冰 数 。 我 们 在 图 32 
《a) 中 夯 出 了 男 一 个 例子 . 


(co) 奇 函 数 Ww) 偶 滑 数 
图 32 奇 为数 和 偶 儿 数 


显然 ,如 果 了 是 一 个 奇 函 数 , 则 
全 fear=0， 


OO。 


因为 人 7(z)dz 的 值 是 f(z)ds 的 相反 数 ， 


以 上 结果 可 以 用 来 求 例 5 中 的 4C。S。> 的 值 . 不 必 再 计算 ， 
只 要 观察 到 | 


了 (YY) 一 cos mz Sin ns 
确定 了 一 个 奇 函 数 , 便 得 ^C。，,S。> 一 0， 
另外 一 类 重要 的 函数 是 偶 图 数 . 如果 对 一 切 * 有 
了 (一 2) 一 f(Z)， 
则 了 是 偶 函 数 ， 函数 cos nz 是 侦 函 数 , 对 偶数 7,x" 也 是 个 盟 数 
32 (bb) 是 另 一 个 侦 阔 数 的 例子 。 如 果 了 是 偶 沙 数 , 则 


三 Fe)az=2 人 f(x)arx. 


计算 这 种 积分 一 般 设 有 什么 捷径 ， 
大 多 数 阔 数 既 不 是 偶 国 数 也 不 是 奇 国 数 
(例如 :; 1+w,sin w+cos ye )， 


例 6 埃 尔 米 特 多 项 式 
证 明 埃 尔 米 特 多 项 式 
Ho(w)=1, Hi(x%)=2 72, H,(x)=4 2 —2 
确定 的 函数 Ho, Hl,H， 关于 内 积 
人 ,8>= 人 er“1(Cog(z)az Gs) 
是 互相 正 交 的 . : 
我 们 先 考 察 
CH, HYD=| 2re-"ds. 
被 积 钞 数 吓 一 个 奇 函 数 ， 因此 《Ho,H,.>==0。， 类 似 地 ,<H;,H;>= 
0， 坪 后 | 


HAD=) (4 xz2 一 2)e-zdz 


。 100。 


人 (YR ( 当 %=0) 
pe ds 1 - 
eb 12325 7 (22 一 1) “下 7 ( 当 n=1,2,3,..°), 


pn 
(4) 
由 此 入 沁 CHo, ;>==0.， 
在 某 些 物理 学 问题 中 ,如 用 量子 力学 来 讨论 简 谐 振子 时 ,会 出 
现 埃 尔 米 特 多 项 式 . 此 类 多 项 式 的 一 般 定义 与 进一步 的 探讨 可 参 
淖 5.5 汪 人 例 19。 
因为 由 (3) 定义 的 内 积 的 积分 区 域 是 无 限 的 ， 所 以 某 些 连 续 
尔 数 关于 这 个 内 积 有 无 限 的 长 度 (例如 , 取 jz)=e )。 对 一 切 > 
过 续 的 所 有 函数 的 集合 ,对 内 积 (3) 不 构成 一 个 欧 几 里 得 向 量 空 
间 . 在 欧 几 里 得 空间 里 ， 两 个 向 量 的 内 积 必须 是 一 个 实数 ， 这 里 是 
排除 无 穷 大 的 . 
可 以 证 明 , 所 有 关于 内 积 (3) 县 有 有 限 长 度 的 函数 集合 构成 一 
个 欧 几 里 得 向 量 空间 ( 见 5.3 节 练 习 19). 
我 们 把 欧 几 里 得 几何 中 一 个 熟知 的 定理 推广 来 结束 本 节 . 
例 7 和 毕 达 哥 拉 斯 定理 及 其 逆 
证 明 欧 儿 里 得 空间 中 两 个 向 量 f 积 8 正 交 当 且 仅 当 
lf+el =1ft? + lied. 
lf+el:=<f +g,f +g> 
=—<f,f>+f,8>+g8,f>+ 8,8> 
(利用 内 积 的 双 线 性 )， 
=—lfl+lel:+2<f,g>. 
因此 
和 二 有 有 一 和 有 二 
当 且 仅 当 <f， g2> 一 0, 即 当 上 且 仅 当 上 了 正 交 于 g， 
这 便 推广 了 毕 达 哥 拉 斯 定理 ( 见 4.2 节 练 习 12)， 
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4. 在 @: 中 ， 验 证 向 量 (1,1,1,1)，(1, 一 1,1, 一 1)，(1,1, 一 1, 一 1) 和 
(1, 一 1, 一 1,1) 是 互相 正 交 的 。 求 它们 的 长 度 . 
5. 证 明 , .9 -,,, 中 任意 两 个 形 如 
Get ott etang 和 Gr+aw + Fa 1 
的 多 项 式 互相 正 交 . 
6. 在 多 -中 验证 惑 让 德 多 项 式 


PCz)=1L 和 P,(z) = 六 (5 2 一 3 7) 


是 相互 正 交 的 。 

7. 验证 埃 尔 米 特 多 项 式 及 ,; 召 ， 和 匡 , 在 多 -中 ( 即 对 于 内 积 

《J， >= | Fe)g(z)dz) 

不 是 互相 正 交 的 。 

8. 验证 埃 尔 米 特 多 项 式 

H(z)=8 x:—127 

对 于 例 6 的 内 积 (3), 正 交 于 H,, H, 和 已:。 

9. 证 明 拉 盖 尔 多 项 式 
LC2)=1, L(x)=1—x, Lr7)=2—4%+7* 
对 于 内 积 : z 


<f, ge>= {eflr) er) dz 


是 相互 正 交 的 。 求 关于 这 个 内 积 的 上 述 多 项 式 的 长 度 . 
10. 验证 ,对 一 切 mm 和 n(n 六 0),cos mz sin nz 是 一 个 奇 消 数 . 
11. 证 明 , 两 个 偶 消 数 的 积 是 偶 函 数 ,两 个 奇 函 数 的 积 是 偶 函 数 , 一 个 候 
函数 和 一 个 奇 函 数 的 积 是 奇 销 数 . 
12. 证 明 ,如 果 了 是 偶 邱 数 , 则 
全 f(x)sin kx dz 一 0， 
如 果 j 了 是 奇 函 数 , 则 
全 fl(w)cos kr dv 一 0。 


“ 13。 推广 4.2 节 练习 11 和 13。 
14. 完成 例 5 的 解 。 


5.3 一 些 重要 的 不 等 式 


许 瓦 尔 兹 不 等 式 
在 4， 2 书 里 我 们 看 到 三 维 向 量 适合 关系 
v-w=|vil|wicos 2， 
这 里 9 表示 v 和 w 的 夹 角 . 
因为 jcos 8|<<1 对 一 切 4 成 立 ， 所 以 我 们 立刻 共和 
Iv-wl<|vilwi, (5) 
锋 式 当 且 仅 当 cos 0 二 土 1 时 成 立 ,或 者 说 当 且 仅 当 v 和 w 线 性 相 
关 时 成 立 。 关 系 式 (5) 是 一 个 著名 的 代数 不 等 式 , 若 把 它 两 边 分 别 
平方 并 号 用 分 量 写 出 ， 则 成 为 
(21201 十 02202 十 03103)2< (2 十 寺 十 23)(203 w2 + ws), 
它 对 任意 实数 v,, w; 都 成 立 。 现 在 我 们 来 推广 (5)。 因为 在 一 般 
的 欧 几 里 得 空间 没有 定义 两 个 向 量 末 角 的 余 续 《我 们 仅仅 定义 了 
正 交 性 )， 所 以 为 了 推广 这 个 不 等 式 ， 我 们 必须 有 一 个 代数 的 证 
定理 I 许 玉 尔 兹 不等式 
在 任意 欧 几 里 得 网 量 空间 中 ， 有 
Kf,e>l<lfllel, (6) 
锋 式 成 立 的 充 要 条 件 是 和 8 线性 相关 ， | z 
证 明 ”我 们 先 处 理 了 和 8 线性 相关 的 情形 . 于 是 或 有 了 一 RE 
对 其 纯 量 有 成 并 ,或 有 g =0, 妈 g 是 零 问 量 ， 如果 是 前 者 , 则 
和 = 天 ie 
且 . 
Kf,e>l= lke,e)l= lllel =lfilelt., 
如 果 g 二 9, 则 显然 不 等 式 (6) 两 思 都 等 于 零 。 
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以 下 假 没 三 和 & 是 线性 无 关 的 ， 此 时 & 不 是 零 向 量 , 且 对 所 
有 纯 量 ,了 --RE 有 正 长 度 ， 才 家--kg 的 的 麻 ， 
0 一 上 一 gg 和 一 < 一 RE 一 天 人 7， 
一 <f ,7 一 RE 一 RfgE7>+TRCBS7> 
一 | 下 一 2 7 g>+ kek, 
这 里 用 了 内 积 的 对 称 : 
用 | 卫生 这 个 不 各 并 兴 且 世 理 下 ,我 们 得到 
2 klel*f,e>-—R el’<Hfl ee. 
这 个 不 等 式 对 一 切 纯 量 玉 成 立 ， 现 在 取 玉 使 
kjlej*:=<f,g>. 
这 就 得 出 
<f,e> :<liel?. 
取 算 术 根 ,我 们 便 得 到 带 着 严格 不 等 号 的 不 等 式 (6) ,证 明 便 完成 
了 。 
” 许 无 尔 兹 不 等 式 有 许多 应 用 。 这 里 举 几 个 例子 . 
例 8 柯 西 不 等 式 
证 明 柯 西 不 等 式 ， 对 任意 实数 zl …… za 和 yl，…， yn 
(ZJ31 十 十 Yaya) (TI To) yit 二 ya) 《7) 
等 号 当 且 仅 当 同 量 (zz 和 (yl ys) 线 性 相关 时 成 立 。 
把 许 瓦 尔 兹 不等式 直 接 用 到 Z”"” 上 ,就 是 柯 西 不 等 式 . 
柯 西 不 等 式 在 研究 无 穷 级 数 时 是 相当 重要 的 .。 例如， 假设 我 


信 已 短 27? 和 2;y? 都 是 罗纹 的 。 从 不 等 式 (7) 得 出 2 12zeyi| 
i=1 i=】 iml 


也 是 收敛 的 ， 
例 9 织 公 的 许 巨 尔 柳 不 等 式 
了 和 8 是 区 间 wa 委 zz 和 5 上 的 连续 函数 。 评 明 


({ fC) era ) <f (f( z))zdz 人 (E(s))2dz， (8) 
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等 式 当 且 仅 当 了 和 & 线性 相关 时 成 立 ， 

把 许 瓦尔 兹 不 等 式 用 于 .7。,,, 即 得 结论 。 : 

当 某 个 积分 无 法 准确 求 值 时 ， 老 要 找 出 读 积 众 上 界 的 一 个 近 
似 值 , 不 等 式 (8) 是 很 有 用 的 . 


例 19 证 明 
1 /一 一 5 5 
人 YET dr<y 2. 


在 不 等 式 (8) 中 , 令 f(x) 二 VY(1+23) 及 g(x)=1。 函数 ff 
和 gg 是 线性 无 关 的 。 因 此 我 们 得 到 严格 不 等 式 


(人 ViTssaz ) < 人 (+s) dasf 1 dz = 


我 们 取 算 术 平 方 根 ， 解 答 便 和 完成 了 。 
我 们 还 看 到 


fva +a5jdx> 人 ar=],， 
0 0 


于 是 , 对 站 VOTz5dz 有 一 个 满意 的 估计 , 它 的 值 在 1 和 


1.1181 之 闻 . 

例 11 统计 学 上 的 应 用 ， 相 关 

统计 学 中 许多 问题 需要 同时 考虑 两 个 变量 。 例如， 你 可 能 对 
一 群 人 员 的 高 度 和 重量 感 兴趣 。 在 这 里 变量 分 别 是 相应 于 高 度 和 
重量 和 的 有 和 w。 自 然 会 问 h 和 ww 之 间 是 否 存 在 基 种 联系 ,以 及 怎 
样 才 能 度量 这 种 联系 . 

假设 这 群 人 有 7 个 成 员 , 分 别 用 标号 1,2,.…,n 表示 ,还 假 
设 第 i 个 成 员 高 4,, 重 w;:。 我 们 可 把 测量 得 到 的 高 度 和 重 量 分 别 
用 2" 中 的 向 量 h==(h,……,h,) 与 Ww 二 (wi,*… ,w,) 表 示 . 由 定理 
1 ， 

[hbh,w2| 答 jhlll， 
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等 号 当 且 仅 当 h 和 w 间 有 一 个 线性 关系 时 才 成 立 。 
在 实际 问题 中 ， 常 常用 与 相应 平均 值 的 差异 来 度量 这 些 高 度 : 
和 重量 。 有 的 平均 值 定义 为 


= ln. 


类 似 地 定义 岂 的 平均 值 ， 以 上 述 高 度 和 重量 与 相应 平均 值 的 差 作 
为 分 量 的 两 个 问 量 

”一 (有 一 大 ， 太 一 无， ) 力 。 一 态 ) 
和 

网 “一 (z 一 好 ,22? 一 态 ; ,了 弛 ,一 旋 ) 


就 可 以 用 于 记录 这 些 高 度 和 重量 。 我 们 有 
[n= Ch 开工 (有 一 而 ?一 ns， 
i=1 i=1 


s? 称 为 及 的 方差 。 类 似 地 ， 
, lw =ns%, 


h” 各 w” 的 内 积 是 
<h”*,w”>=n Lh—h) (wm) 8we 
i=1 


ssw 称 为 A 和 w 的 氛 方差 。 由 许 瓦 尔 效 不 等 式 
[saw | E83, 


即 


E> 
一 1 起 ww 1， 
SS 


只 要 sk 和 sw 都 不 等 于 零 ， 《如果 5 一 0， 则 hi=h 对 一 切 1 成 立 ， 
便 有 ssw 二 0。 类似 地 ,和 如果 sw =0, 则 so 一 0。) 
这 个 设 有 单位 的 数 
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Shw 


Taw 
。 S80 
称 为 相关 系数 。 它 适合 不 等 式 
一 和 7ao<1， 


而 且 当 且 仅 当 h 和 .w 线性 相关 时 sw 才 取 一 端的 值 。 如果 存 在 
:线性 关系 
幼 一 态 一 (天 一 大) ， 
那 末 ,。 是 正常 数 或 负 常 数 取决 于 riv 等 于 1 或 一 1。 (e=0 的 情 
形 对 应 于 ss=0 王 so.) 把 这 些 点 (有 ;,wi) 画 到 一 张 图 上 , 所 有 点 
都 在 一 条 斜率 为 “ 的 直线 上 . 
当 |rie1<l1, 这 些 点 (zi) 不 都 在 一 条 直线 上 。 然而 ，| re| 
的 值 越 大 ， 由 这 些 点 构成 的 分 布 图 越 接近 于 一 条 直线 ， 
相关 问题 的 进一步 讨论 可 参阅 Paul G. Hoel,，JIntroduction 
#0 datpematlicar Statistics, Third Edition，Wiley，1962 。 
三 角形 不 等 式 
三 维 向 量 一 个 显然 的 不 等 式 是 三 角形 不 等 式 
lv+wl< lv) -lwl. 
证 指 出 一 个 三 角形 两 边 长 度 之 和 不 小 于 第 三 边 的 长 度 ， 以 下 定理 
中 我 们 证 明 这 个 不 等 式 的 一 个 推广 ， 
定理 IT 三 角形 不 等 式 
对 一 个 欧 几 里 得 空间 8 中 一 切 f,g 有 
frel<lfl+lel. z (9) 
证 明 |f +gl? 二 <f +g,f+g> 
=<f,f7+ 8,1>+ sf ,8g>+ sg,8> 
=—|fl?+2f,8>+lel? 
<IHfP+21Kf,g>l+ gl( 根 据 许 无 尔 效 不 等 
式 ) 
=(Nfi+ lel)?. 
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取 算 术 平 方 根 我 们 得 到 不 等 式 
lf+el<lfirlel, 
于 是 完成 了 证 明 ， 四 
注意 定理 II 的 一 个 直接 推论 是 不 等 起 
IRf+Ie1<IRIPL+TNg (10) 
对 一 切 纯 量 有 ,1 成立. 
如 果 我 们 把 这 个 不 等 式 用 于 多 。,,, 便 得 到 


| (f .Caf +ig (a) yas <Ial(f 57as) 


1 
+ A (g(x)dz) . (11) 
距离 z z 
我 们 推广 距离 概念 ( 见 4.1 节 例 2) ,定义 一 个 欧 几 里 得 向 量 
空间 中 两 个 向 量 了 和 & 之 间 的 距离 为 
d(f,g)=If—egl. z (12): 
下 列 性 质 是 距 旗 的 特征 ， 
(i) dl(f,g)=d(g,f); 
(i ) 当 fFe,d(f,g)>0,d(f,f)=0; 
(iii) d(f ,eg)<d(f,h)+d(h,g). (13¥ 
最 后 一 个 不 等 式 是 三 角形 不 等 式 的 变形 ,因为 可 把 (13) 写成 
如 下 形式 
If—gl<i1f—21+lh—el, (14) 
而 这 不 过 是 三 角形 不 等 式 (9) 用 f 一 hb 代 闪 ,用 hh 一 g 代 交 8 而 
已 。 


练 习 
15 .用 许 瓦尔 兹 不 等 式 证 明 : 
(i) fess dr < 
站 


e 03S， 


MEP 役 和 1 利 且 中 旦 ;mr 


(GD 人 AT dz<Y35 i 
”16，( 害 天 尔 ) 对 以 下 12 个 大 学 生 的 身高 (4) 和 体重 《ww) 数据 计算 相关 
头 数 。 


:条 一 个 分 在 辐 . 
17. 用 一 个 草图 来 说 明 三 角形 不 等 式 
lv+wi<ivi+ fwl. 
18， 在 什么 条 件 下 三 角形 站 等 式 是 一 个 仁 式 ? 
19. 利用 不 等 式 (10) 证 明 , 如 时 
z (ev)ar 和 | ee(W das 
者 是 有 限 的 , 则 对 任意 纯 有 量 R; 
四 全 e-2(RFz) 二 IE(z))20z 
- 籽 是 有 限 的 ， 《这 个 结果 在 研究 埃 尔 米 特 多 项 式 时 是 很 重要 的 . 参看 5.2 节 
例 6.) 
20， 用 一 个 草图 来 说 明 不 等 式 
. ip— ql2—rl+lr~ql, 
这 里 p,qg 和 rr 依次 表示 点 P,Q 积 卫 的 位 置 向 量 ， 
21}， 在 一 个 欧 几 里 得 空间 中 ,不 等 式 
if—el<Ii—let 
:对 所 有 向 全 f 与 g 都 成 立 中 ? 


5.4 正 交集 


直 作 坐标 系 与 斜 坐标 系 想 比 ， 其 优越 性 在 几何 里 是 明显 的 . 
弓 应 地 ,要 拱 述 一 个 欧 儿 里 得 问 量 空间 ,最 好 采用 由 相互 正 交 的 单 
位 向 量 构 成 的 基 。 本 市 的 且 的 是 ,证 明 在 有 限 生成 的 欧 几 里 得 向 
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tr er, 
tn 人 
ar A 


量 空间 里 ,存在 这 种 基 。 

“定义 I 相互 正 交 的 非 共 向量 的 一 个 集合 称 为 一 个 正 交集. 
如 果 其 中 所 有 向 量 是 单位 向 量 ， 则 这 正 交集 称 为 一 个 正 规 正 交 
集 . 一 个 生成 @ 的 正 交集 称 为 8 的 一 组 正 交 基 . 

. 在 上 述 定 义 中 ， “正规 ” 一 词 指 的 是 所 涉及 的 向 量 都 是 单位 ( 正 
规 化 的 向量， 
“ 例 12 向 量 e1=(1, 0),e2=(0, 1 构成 ea 的 一 组 正规 正 交 
基 ， 


， 1 1 ./ 1 1 
ai) (一 广 , 方 ) 
也 构成 8? 的 一 组 正规 正 交 基 。 
在 2 中 ， (- 访 ; 7 ,9 外 一 -三 及 ， 0 ) 构 成 一 个 正 
规 正 交集 ,然而 却 不 构成 一 组 基 ， (1,1,0)，( 一 1,1,0),(0,0,1) 在 
es 中 构成 一 个 正 交 集 ,也 构成 一 组 基 , 但 不 构成 一 组 正规 正 交 基 . 
例 13 万 ，… ,ff 构成 一 个 欧 几 里 得 向 量 空间 中 的 一 个 正 
交集 证明 1,… ,fm 线性 无 关 . 
假设 向 量 满 足 一 个 线性 关系 
cf 二 二 cnf 一 9。 《15) 
则 对 7 二 1,*，*,m ,都 有 
efit**-+eonf mn,f;>=<0,f,>=0 
(用 5.1 节 例 2). : 
因此 z 
0=ciKfif ,> +t: Fenn,f ;> 
二 c,《f ,了 >， 因为 Cf,f =0 (天 J)， 
=c,lf,l?. 
而 1f,1 关 0. 得 出 ,=0, 因 此 关系 (15) 是 一 个 平凡 关 系 ， 可 见 
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”六 是 线性 无 关 的 ， 
例 4 构造 正规 正 交 基 ， 
在 2 中 求 包 含 正 交 单位 辣 量 


(3 2 
Ui 一 1 一 一 


3” 3 | 
的 正规 正 交 基 ， 
取 任 一 个 不 是 由 和 
us 线性 组 合 的 向 量 v。， 这 
种 取 法 是 可 能 的 , 因为 ui 
和 us 生成 23 的 一 个 真子 
空间 (一 个 平面 )( 图 33)，. 
取 了 v 之 后 ,再 选 纯 量 
c1 和 cz, 使 得 Vv 一 ci 一 
cuz 和 um，u 都 正 交 .这 


便 要 求 
(v—eiu— cs) ui =0 33 ”构造 正规 正 交 基 
和 
(Yy 一 CiUI 一 Cuz) ,ua 一 0。 
记 住 


2 一 Uli*uU2 一 0 及 Uru = |u|:=1 (k=1,2) 
我 们 得 到 
2 一 VeuU，，(R 一 1,2)。 
因此 
2 
W=Vv— 2_ (vu )u, (16) 
k=1 
和 ui,us 都 正 交 。 我们 还 有 mw 天 0， 因 为 v 不 是 ua 和 u 的 线性 组 


合 。 最 后 ,我 们 正规 化 w。 向 量 uu = TT™ 构成 2 的 一 
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组 正规 正 交 其. 
我 位 已经 抽 香 地 描述 了 这 个 方法 .现在 让 我 们 用 数字 填 上 。 
例如 我 们 选 v=(1,0,0)， 则 


ol=v'i= 误 及 C2=V'u= 5 


因此 
1 2 2 2/2 1 2 \ 
1 
1(04, 42). 
最 滞 , 我 们 令 


1 /2 2 _1\ 

mw 一 ( 子 ， 3， 3)- 
上 ]4 有 和 坊 二 个 解 ， 向 量 栅 ,Ww 种 一 tn 也 构成 83 的 一 组 正规 正 交 
, 除了 这 两 组 基 ， 23 下 没有 别 的 包含 山 和 ww 的 正规 正光 基 


中队 


现在 我 们 来 推广 以 上 的 例子 ， 

例 15 格拉 既 - 施 闭 特 正 交 化 过 程 

设 加，…,yf nm 构成 欧 几 里 得 空间 @ 的 一 个 正规 正 交 集 . 车 
f1,… ,fn 生成 @ 的 一 个 真子 空间 ,证 明 存 在 一 个 单位 向 量 
fm+i; 使 fi1,** ” ,了 1 构成 一 个 正规 正 交 集 . 

取 不 是 有 ,…* ,fm 线性 组 会 的 任意 一 个 问 量 了 1， 这 种 取 法 是 
可 能 的 ,因为 有,… ,fn 生成 @ 的 一 个 真子 空间 .现在 选 纯 量 


61 ,Cm 使 得 一 01f 1 一 …' 一 cmnfn 正 交 于 每 个 有 ,(k=1,'**。， 
本 -了 也 就 是 i i 
<f—efi—** enfn, :>=0 (R 三 1 7 )， 
由 此 


Cf 于 > 一 CT ff:> ” “—Cm fm,f:>=0, 
辣 
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fisfi2=0 GR), HH fi ,>= f= 


因此 
Cu = 了 ,站 
向 量 
g=f— ,ff (17) 


正 交 于 每 个 fi(k=1,.*..,m). 而 且 ， 8 不 是 零 癌 量 ,因为 f 不 是 
了 的 线性 组 合 ， 最 后 ,正规 化 & ;得 出 所 需 向 量 


定理 II 任何 有 限 维 欧 几 里 得 向 量 空间 2 有 一 组 正规 正 
葡 基 . 

证 明 选 2 的 任意 一 个 单位 向 量 f1 作为 基 的 第 一 个 向 量 ， 
如 果 @ 是 一 维 的 , 则 证 明 结 束 . 如果 @ 是 浆 维 的 (2 过 1), 利用 格 
拉 姆 - 施 密 特 正 交 化 过 程 一 1 次 , 便 得 到 一 个 正规 正 交集 太 ，…'， 
f,。 这 些 向 量 是 线性 无 关 的 ( 例 13), 因 此 构成 8 的 一 组 基 (3.3 3 
节 定 理 II (a))。 

我 们 可 以 把 定理 HI 加 强 一 点 ， 

定理 IV z 维 欧 几 里 得 空间 的 任意 m( 过 %) 个 向 量 的 正规 
焉 交集 ,都 可 以 扩充 为 一 组 正规 正 交 基 ， 

证 明 应 用 格拉 姆 - 施 窒 特 正 交 化 过 程 % 一 m 次 ， 

例 18 把 正规 正 交集 
硬 一 去 (1151)1) ,二 计 (1 一 191, 一 1), 二 六 (1,1, 一 1, 一 1)， 
扩充 为 82: 的 一 组 正规 正 交 基 . 

如 后 你 研究 了 ui)uz 和 ts 中 负 号 的 分 布 ,也许 你 会 准 确 地 猜 


中 一 个 单位 向 量 us， 使 它 和 上 面 三 个 向 量 一 起 成 为 @4 的 正 规 正 
交 基 . 但 是 ,我 们 还 是 用 这 个 例子 来 进一步 说 明 格 拉 姆 - 施 密 特 正 
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交 化 过 程 吧 ， 
我 们 先 取 癌 量 v, 使 v 不 是 出 ,Ww,us 的 线性 组 合 ， 我 们 可 取 
v 一 (1,0,0,0) 吧 ? 我 们 上 暂时 假定 这 样 选择 是 合适 的 ， 
根据 例 15 公式 (17), 向 量 
W=Vv— 2 CY, uu 
A=1 
正 交 于 ui, Us 和 us . 现在 
Cv,u=<(1,0,0,0), (去 ， 23 于， 二) = 方 ， 
同 理 可 求 得 
_ viu2z> 一 4vy)us> 一 去 
因此 
=(10)0,0) 一 于 mi 一 于 由 一 本 由 
= (10,0,0) 一 二 (11,1,1) 一 二 (1 一 1)1, 一 1 
1 
了 (1,1,—1,—1) 


= 工 (1, 一 1, 一 1,1)， 


最 后 ,正规 化 w, 我 们 得 到 
ui 一 地 (1 一 1 , 一 在 ,1)， 


am 和 uiyuzyus 构成 2 的 一 组 正规 正 交 基 . 

我 们 看 到 这 样 取 v 是 合适 的 ， 如果 错误 地 把 v 取 作 了 ulusz， 
as 的 一 个 线性 组 含 , 那 末 相 应 的 w 变 为 一 个 零 同 量 . 

在 无 限 维 欧 几 里 得 向 量 空间 中 ,可 利用 格拉 姆 - 施 密 特 正 交 化 
过 程 生成 一 系列 正 交 集合 . 给 了 我 们 一 个 有 限 正 交 集 时 ， 总 可 能 
找 一 个 向 量 正 交 于 所 给 集合 中 的 每 一 个 向 量 ， 我 们 下 面 举 出 多 项 
式 方面 的 一 个 例子 。 我们 应 该 提 到 ,在 实际 问题 中 ,常常 用 与 实际 
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所 考虑 的 问题 密切 联系 的 方法 ， 来 代替 生成 正 交 集 的 格拉 姆 - 施 密 
特 正 交 化 过 程 。 我 们 将 在 5.5 节 中 讨论 这 : 
例 17 前 三 个 勒 让 德 多 项 式 是 


Pu(z)=1，Pi(z) 一 wx， Pa(z) 一 地 (3 z2 一 1)。 
对 内 积 
<f,8>= f(z)g(z) dz, 


Po Pi 和 Pz 构成 一 个 正 交集 (但 不 是 正规 正 交 的 )， 

求 一 个 三 次 多 项 式 Pi(z) ,使 Po,Pi1,P;, Ps 构成 一 个 正 交 
集 ， 

为 了 利用 公式 (17), 先 正规 化 P:(i=0,1,2)。 函数 


1 3 5p, 
f= iPo, f= 全 Pb f= WP 


有 单位 长 度 . 设 f(z)= zs， 显然 了 不 是 fo,f1, 下 i 的 线性 组 合 ， 
根据 公式 (17) ,函数 


2 
8 一 f 一 2 ,ff 
=0 
正 交 于 fo,fi 和 ,于 是 也 正 交 于 Po,Pi 和 PP，. 我 们 上 先 求 出 


<f， f0=/ sy/ laz=0 


1 /Bg 2 
,f= /3dr= FYE 


人 从 = 全 A 


- 因此 
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2 /3 /3 3 
g(2) = B/S SP(s) = — ls. 


定义 勒 让 德 多 项 式 Ps(z ) 为 
Pi(z)=e(r)= 二 (5 21—3 2). 


-和 P,. 


练 习 


22. 求 一 个 向 量 v:,, 使 v, 和 YY,==(2,3, 一 1),v, 二 (1,1,5) 构 成 一 个 生成 
2 的 正 交集 ， 
23. 求 Z 的 一 组 正规 正 交 基 , 使 它 包 含 正 交 的 单位 向 量 
wu=(o 到 ,二 )，w=( 到 汪汪 ). 
24. 在 G 中 求 一 个 单位 向 是 ,使 它 正 交 于 
Vi=(1,1,1) 和 vv 一 (2,0, 一 3)。 
《本题 不 能 用 公式 (17), 因为 Y， 和 vs 不 正 交 。 但 可 用 类 似 于 格拉 媒 - 施 
密 特 正 交 化 过 程 的 方法 来 解 这 个 问题 .) 
25。 巾 量 f,…… ,ff 构成 欧 几 里 得 向 量 空间 2 的 一 组 正规 正 交 基 . 证 明 
中 任何 一 个 向 量 f 可 表示 为 如 下 形式 
了 = 天 十 … 十 cnf,， 这 里 cs=<f, f3> (k=1,*** ,nn). 
这 些 纯 量 %，. 6。 称 为 关于 基 丰 1 的 分 县 ， 
26 . 在 2 中 ， 对 基 


中， 一) 一 各 ,一 襄 ) 
求 出 v= (1,1,1) 的 分 量 ， 


27. 证 明 人 17 的 多 项 式 P,, P,P, 和 Ps 构成 次 数 委 3 的 所 有 多 项 式 
向 量 空 间 的 一 组 基 。 对 这 一 组 基 , 求 多 项 式 P(z)=z'" 十 xs* 十 1 的 分 量 。 


28. 证 明 在 -1,1 中 ,不 存在 次 数 三 3 的 非 平凡 多 项 式 正 交 于 勒 让 德 多 


项 式 P,,P,, 了 ,和 了 ,。 再 证 明 P, 正 交 于 每 个 次 数 过 2 的 多 项 式 。 
29. 对 内 积 
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1 十 冯 肌 


AN 


《f， eg>= 上， ef(x)el(r)dzr, 


求 一 个 三 次 多 项 式 ,使 它 和 拉 盖 尔 多 项 式 Fo:(5.2 节 练 习 9) 一 起 构 
成 一 个 正 交 集 。 把 多 项 式 P(s)=x' 十 wx*: 十 1 表示 为 这 些 多 项 式 的 线性 组 
合 . 

30. 给 出 8" 中 的 正 交 单位 向 量 uaus, 以 及 一 个 任意 向 最 Y : 求 形 如 v 一 
CiUI 一 Causx 的 最 短 向 县 。 

[提示 ， 见 4.2 节 练 习 9, 并 研究 图 33.]] 

31. 证 明 练 习 30 的 推广 ， 设 妃 … ,fs 是 欧 几 里 得 向 量 空间 2 的 一 组 
正规 正 交 集 , 并 设 f 是 中 任意 一 个 向 量 ， 则 向 量 


g=f— Ff 


在 所 有 形 如 jf 一 cf 一 ”7* 一 Cn 了 的 向 量 中 是 最 短 的 .这 个 向 量 正 交 于 每 个 九 
(R 一 1 1) 特别 ,如 果 了 是 六 了。 的 线性 组 合 ， 则 CE 一 0. 在 六 ……， 


f。 的 线性 组 合 中 ,Cf， >f; 是 向 量 了 的 最 好 近似 (对 于 2 中 的 模 (长 


度 )). : 
32. 设 巨 ,… ,fs 是 欧 几 里 得 向 量 空间 如 的 一 个 正规 正 交 集 。 又 设 了 是 
中 一 个 向 是 ,并且 0c, 二 <f ,fiX(R=1,"…,m)。 证明 贝 塞 诗 不 等 式 


Di< bfl:, 


等 式 当 且 仅 当 了 是 f，,，… ,fs 的 线性 组 合 时 才 成 这。 
[提示 ， 在 练习 31 中 令 《g,g>》= 及 g ?之 0.] 
33, 在 多 --* 中 ,三 角 函 数 


sin kx (R=1,2,...,m) 
下 
构成 一 个 正规 正 交 集 (5.2 节 例 5)， 设 所 x)=x。 证 明 对 一 著 有 & 


ER 


Ox) -= IC (2)= eos kr, SX)= 
x 7 


《<f,0,>=0. 
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每 证 有 明 对 于 多-,, 的 模 , 在 上 述 三 角 函 数 的 线性 组 合 中 
2(sin 一 ne 十 na "+ Ee ) 
给 出 了 fx)( 一 x 和 x 二) 的 最 好 近似 。 无 穷 级 数 
C s+1 Sin ks 
称 为 了 在 区 闻 一 x 三 x 三 x 上 的 健 时 叶 级 数 。 在 开 区 疗 
—X<<TLA 


的 所 有 点 上 这 伍 里 叶 级 数 收 敛 于 ff。 然而 在 端点 , 拓 土 xz) 一 士 z， 而 傅 里 叶 级 
数 取 值 0 
34. 证 明 


1 .1,1 了 
1 十 妆 十 十 三 十 "… 和 入 有。 
[提示 ， 把 贝 赛 尔 不 等 式 用 于 练习 33， 就 是 读 不 等 式 ,] 


有 关 傅 里 时 级 数 的 理论 可 查阅 E. Kreyszig, Advanced En- 
gineering Mathematics, Second Edition, Wiley, 1967, 


5.5 微分 方程 的 正 交 解 


在 物理 和 化 学 理论 中 出 现 的 许多 消 数 一 一 所 谓 特殊 函数 ， 定 
义 为 某 些微 分 方程 的 解 。 其 中 某 些 函数 对 于 特定 和 钓 内 积 适 合 正 交 
关系 。 我 们 将 说 明 怎 样 可 从 有 关 的 微分 方程 直接 证 明正 交 性 ， 

例 18 勒 让 德 方程 

设 ”是 一 个 常数， 微分 方程 

(1 一 Z2)y7 一 2 XYy +n(nt+1)y=0 (18) 


称 为 勒 让 德 方程 ，( 我 们 分 别 用 标准 记号 y% 和 y” 代替 -9 区 和 
ad2y 
aw!’ .) 

当 是 一 个 非 负 浆 数 时 , 勒 让 德 方程 有 n 次 多 项 式 的 解 ， 所 
有 这 些 多 项 式 解 都 是 一 个 特定 多 项 式 解 的 纯 量 倍 ， 它 还 具有 非 多 
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I A 


Nh 
Ws 


项 式 的 解 ,但 在 这 里 我 们 不 关心 这 些 解 、n 次 多 项 式 解 y= 二 P(x》 


如 果 使 P,(1)= 1, 则 称 它 为 4 次 勒 让 德 多 项 式 .我 们 现在 不 解 方 


程 (18) 而 证 明 , 若 "天 mm, 则 对 于 内 积 
,ef jean 


PP, 正 交 于 PP。。 
我 们 已 知 z 
(1—7x)P—22P +n(n+1i)P,=0 (19) 
(1—7)Pn—2 xPntmlmt1)P, =0. (20) 


把 方程 (19) 乘 以 ,把 方程 (20) 乘 以 已,, 然 后 两 式 相 减 , 我 们 得 


(Ge) PP PP)—2 7( PP PP,) 
={m(m+1)—n(nt+1)!P,P,. 
这 个 方程 化 简 为 
Aa PiPa— PP)}= Cm—n)(mtnt1} P,P,. 
再 在 区 间 一 1 委 z 委 1 上 积分 ,我 们 得 到 
[(1—z2) (Pz) Pa(z)— P(x) Pz) 
=mn—n) (m+atl)f P(x)P,(r)adr. 
现在 当 z 二 1 和 z 一 1 时 (1 一 z2)(P; (a) Pn (x)—P, "(OF (x)) 
总 是 0。 因 此 
(m—n) (mrnt+D) 人 Ps(2) Pa(z)dz=0. 
而 和 天 和 ， 且 mn 关 一 (%+1)， 因 为 m 和 和 都 十 非 负 整数 . 由 此 
CPP = 全 Po(z)P(z)dz=0 
这 正 是 所 要 证 明 的 . 
注意 对 多 项 式 P，。 (z) 我 们 没有 得 到 一 个 明确 的 表达 式 ， 我 们 
讨论 它们 适合 的 微分 方程 ， 间 接地 证 明了 它们 的 正 交 性 ( 当 埃 
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mn)。 对照 一 下 ,在 5.4 节 ， 我 们 把 含有 低 次 勒 让 德 多 项 式 的 表达 
式 进 行 积分 ,以 此 检验 了 它们 的 正 交 性 ， 

注意 ， 不 要 错误 地 以 为 勒 让 德 方程 任意 两 个 解 y。 和 y (mi 天 
m ) 都 是 : 正 交 的 ， 如 果 你 按照 例 18 的 论证 , 那 末 你 必须 证 明 , (1 一 
z2) (yz)ym(Z) 一 y 和 (Tz)yn(ZX)) 在 z=1 和 x= 一 1 时 都 为 零 . 
这 在 一 般 情形 是 不 成 立 的 ， 虽然 它 它 在 yn(z) 和 y(z) 是 多 项 式 时 
显然 是 正确 的 . : 

例 19 埃 尔 米 特 微 分 方程 是 ” 

y”—27xYy +2ny=0, : (21) 

其 中 % 是 一 个 常数 . 当 nn 是非 负 整数 时 ,方程 (21) 有 n 次 多 项 式 
的 解 。 这 些 多 项 式 解 都 是 特定 解 昌 ,.(z) 的 纯 量 倍 , 五 ,(z) 中 x” 的 
系数 是 2". 韭 ,(Z) 称 为 n 次 埃 尔 米 特 多 项 式 ， 


对 于 内 积 
Cf, 8)={ ef(r) g(r) dr, (22) 
证 明 当 % 关 mm, 卫 , 正 交 于 匡 ，， : 
我 们 已 知 z 
His—272H;,+2nH,=0 (23) 
和 
万 ,一 2 万 i+2mH,=0. (24) 


用 se m 乘 方程 (23) 并 用 e-* 厂 ; 乘 方 程 (24)， 然后 两 式 相 减 ， 我 
们 得 到 
eC HH,) 2 CH, HH)) 


” 在 某 些 书 中 ,引用 的 埃 尔 米 特 微分 方程 形 如 
yy -xy +ny=0, (21 ay 
从 方程 (2 了 1) 作 代 换 w=z/V 2 ,并 把 y 当 作 < 的 函数 , 便 得 到 这 个 微分 方程 (21 a)。 方 
程 (21 a) 的 多 项 式 解 不 同 于 (21) 的 多 项 式 解 。 它 们 对 于 内 积 


<f,g>= 人 。- pf(z)g(z)da 是 正 交 的 。 
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(Wu) 


(ww 时 一 ) 


(wu) 
(WY) 


(WE ) 


(wu) 


ET 


0=<"D0 ‘D> 


0=<"g hp 


0=<*D “8S> 
0=<"L I> 


0 一 < 了 ‘> 


0 一 < 人 百 “万 > 


0=<“ JJ““ 了 > 


Om Douw+2D 


zp(z)3(z)f 0= “8eu+38 
(2 DA 【一 
tp(T) FL) 本 了 0= Tu +t DT ~ Shs- 1) 


p(T)3(2)f,_9 | 


FP(X)F(T)f ,9 / 


0="HuZ+ BY 一 在 


0="g (T+%) 


t= 
zP(z)3(7) ut+ sda2— 2g (1s~1) 


ka A 


0 一 TU+ 7T(Y 一 T) 十 573 


EA (2) 0 
I 


zu soo 二 个 =(z)"D 
I 
(rg TM) x A 
Xt us 一 一 (7) “人 
( 鳃 于 距 开 ) 


“入 困 计 三 *Z 


(oT OY) 《3) 


并 蝇 儿 下 
(2 TO0=8) (2)°T 
风 要 姨 
(2TH) (4) °F 
” 乾 米 当 诉 
C0=4) (#2)°g 
如 中 租 
入 多 至 ' 
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一 2(7?2 一 —n)e-* HH,, 


再 在 区 间 一 -oo<w 之 上 积分 ,我 们 得 到 
Te es (EN(z) 克 (7) 一 再 SCz)H(2)7]=。 


一 2(m 一 wn) | oe-**H n(x) Hn (sadzr. 


现在 有 1(z)Ha(z) 一 H(z)H.(z) 是 一 个 多 项 i 式 ， 甩 不 难 证 明 对 : 
一 切 多 项 式 P(%) 有 


lim e-* P(X)=0, 


因此 : 
2Cm—n)) e-**H, (x)H, (zr)dz=0. 


因为 m 关 nn, 所 以 得 知 对 于 内 积 (22), 五 , 和 匡 ，, 是 正 交 的 . 
在 上 页 玫 4 中 ， 我 们 列举 了 在 理论 物理 和 理论 化 学 中 出 现 的 
一 些 函 数 ， 以 及 它 们 所 适合 的 正 交 关系 ， 


5， 验证 拉 盖 尔 和 车 贝 雪夫 微分 方程 的 多 项 式 解 适合 表 4 中 指明 的 正 
交 关 系 。 

36. 验证 5. 4 书 中 见 到 的 惑 让 德 多 项 式 适合 勒 让 德 给 分 方程 . 类 似 地 
考虑 埃 尔 米 特 和 拉 盖 尔 多 项 式 。 

37。(i) 证 明 ， 如 果 P,(») 是 次 数 "1 的 适合 勒 让 德 方程 的 一 个 多 项 
式 ， 则 


Cp 


人 Pa(z) dr=0. 
[提示 ， 利 用 正 交 关系 .] 
(ii) 对 埃 尔 米 特 ， 拉 盖 尔 ， 车 由 雪夫 多 项 式 ， 角 述 和 证 明 类 似 的 结果 ， 
有 关 惑 让 德 多 项 式 ， 埃 尔 米 特 多 项 式 等 等 的 理论 和 应 用 的 论 
述 , 可 参阅 I N. Sneddon, Special Functions of Mathe- : 
maiica!t Phyeics and Chemistry, Oliver & Boyd, 1956. 
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5.6 十 空间 


这 一 章 到 此 为 止 ， 我 们 考虑 的 是 实数 上 的 向 量 空间 ， 我 们 已 
经 看 到 ,在 讨论 物理 和 化 学 的 特殊 函数 时 ,内 积 是 一 种 很 有 用 的 工 
有 具 . 许多 物理 理论 是 基于 复 函 数 的 (量子 理论 便 是 一 个 例子 )， 而 
且 在 那里 ， 内 积 也 是 一 种 重要 工具 。 然 而， 为 了 保持 长 度 的 正定 
性 ,必须 修改 内 积 的 定义 对 于 实 函数 ,这 新 定义 与 原 定义 一 致 . 
我 们 用 5 表示 复数 z 的 复 共 轿 .于 是 ,如 果 zs 一 a+iD(a， 5 为 
实数 )， 则 =a 一 亡 。 我们 看 到 3=z 与 1z1? 一 52 一 02 十 02。 除了 
0 的 情况 之 外 ,|z|? 总 是 一 个 正 实数 ; 当 a 一 5=0 时 ,1z1’ 二 
， on z 二 3 当 且 仅 当 z 为 实数 ， : 
设 9 是 复数 上 的 向 量 空间 ， 如 果 对 任意 一 对 向 量 了 ， g， 定义 
”复数 全 ,g) 使 得 : : 
(i) Lf,g>》=<&,f》 ( 共 轿 对 称 性 ); 
(ii) 对 一 切 向 量 了 ,g, 及 纯 量 (复数 )8,!，- 
4,kf+15> 一 Rhf>+ICS>  《〈 共 久 双 央 性 ) 


《RF 二 IE 一 有 《下 ) 二 KE) 
(iii) 如果 39 则 <f, 了 7 之 0; 而 C6,9> 二 0( 正 定 福 )， 
' 则 函数 《<，> 称 为 上 的 内 积 , 而 9 称 为 西向 量 空 间 . ， 
(ii) 中 第 二 个 关系 式 是 头 一 个 关系 式 和 共 绒 对 称 性 的 推论 . 
仅 从 共 轿 对 称 性 , 便 得 出 Kf ,f) 是 实数 ,因为 Cf ,>=<f, >. 
在 (iii) 中 我 们 还 要 求 <f ,了 ) 是 正定 的 . 这 样 ， 就 使 我 们 可 以 把 长 江 
概念 合理 地 推广 ， 在 西 空间 中 ， 向 量 于 的 长 朗 是 


ifl=yf,f>. 
我 们 定义 ， 西 空间 中 两 个 向 量 了 和 8 是 正 交 的 ， 当 且 仅 当 
<f ,87 一 0. 这 就 建立 了 正 交 性 的 概念 。 这 个 定义 关于 ff 和 8 是 
对 称 的 ,因为 <f,g>=0 当 且 仅 当 Cg ,>=0. 
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例 20 ”两 个 重要 的 西向 量 代 间 四 
(iD 设 B* 是 1. 5 节 所 定义 的 由 所 有 送 复 分 量 的 向 量 v 一 
(or …,p) ,组 成 的 向 量 空间 定义 内 积 为 
CV ,了 W > 一 太 1101 十 芒 2 比 3 十。 ,+ 50 : (25》 
共 思 对 称 性 , 共 斩 双 线性 和 正定 性 都 是 满足 的 . 
于 是 赋 于 了 内 积 (25) 的 "是 一 个 西 空间 ， 我 们 用 2" 记 
之 。 
(ii) 所 有 在 实 区 间 as 和 zs 连续 的 复 值 函 数 ,定义 内 积 


fg?= 人 FJg(z)az， (26) 


这 样 的 无 限 维 空间 是 一 个 西 空间 . 
对 欧 几 里 得 空间 建立 的 大 部 分 理论 都 可 推广 到 西 空间 上 去 ， 
但 它们 的 证 明 可 能 需要 稍微 修改 一 下 。 
例 21 在 as 中 , 求 v=(1+ii1)》 的 长 度 , 并 证 明 v 正 交 
手 w=(1 一 i, 一 1,1). z : 
: vl2=Lv ,v= (1+O(1+i) + ii+ (1)1 
=(1—i)(1+i)+(—i)i+1=4. 
因此 lvil=2. 
还 有 ， 
Cv,w =(1+)(1—i) +i(—1)+1(i) 
=(1—i)(1—i)+i+i=0, 
枸 此 v 和 vw 是 正 交 的 . 
例 22 fi,:… ,fn 是 一 个 西 空间 中 相互 正 交 的 向 量 ， 证 明 
下 线性 无 关 。 
其 证 明 与 欧 几 里 得 空间 情况 下 的 证 明 (5.4 节 例 13) 类 似 . 
例 23 构造 正规 正 交 基 


在 273 中, 求 包含 正 交 单 位 向 量 w== 二 (1+i, 和 1) 和 册 = 
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一 (1 一 i, 一 1,i) 的 一 组 正规 正 交 基 . 


2 
只 要 把 格拉 姆 - 施 密 特 正 交 化 过 程 稍 加 修改 便 可 应 用 。 取 启 : 
量 v, 使 它 不 是 ui 和 由 的 线性 组 合 ,并 作 


2 .| z 
WwW 一 vy 一 》 《yu >， 《27， 
| 


则 Ww 和 Ui,w 都 正 交 ， 
选取 v 时 必须 小 心 ， 向 量 (1,0,0) 是 不 适用 的 ,因为 


(150,0)= (lu + (ti)w, 


它 是 ui,w 的 线性 组 合 。 然 而 ,我 们 可 取 v=(0,1,0), 则 


《va 一 了 《wu>= 一 过 和 <4v， ul > 一 -二 CV, U2) = 一 去 。 
因此 w=(0,1,0)+ 子 认 1+i 记 D+ 二 (1 一 i 一 4, 让 : 
_/,。l1 1., 
=(0, 7 ， 也 2 ). 
再 正规 化 ;我们 得 到 
mW， 


它 是 正 交 于 mu 和 us 的 单位 向 量 . 
”怎样 在 西 空间 中 用 格拉 姆 - 施 密 特 正 交 化 过 程 ,以 及 任何 有 限 
生成 西 空间 有 正规 正 交 基 ,这 两 点 现在 应 当 清 楚 了 . 
我 们 用 一 个 实 变量 复 函 数 的 例子 作为 结束 ，_ 


例 24 定义 国 数 
1 ins_ Cos 了 YN 十 1 Sin 儿 和 __ ,， 
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对 内 积 
,8)={ Fre lr)as, 


证 明 f, 构成 一 个 正规 正 交 和 集 。 
A : 


0 
最 后 一 步 是 因为 当 记 是 整数 时 er" 二 e-"" 二 (一 1)*。， 由 此 可 见 这 
些 刀 组 成 正 交集 . 而 f, 的 长 度 是 一 


| .一 5 人 eraz=1. 
结论 证 毕 . 
注意 ,函数 /是 微分 方程 
yt 
的 解 . 


酉 空间 是 量子 力学 理论 的 基础 . 例如 ,可 参阅 R. A. Newing 
和 J. Cunningham, Quanium Mechanics, Oliver & Boyd， 
1967 。 


练习 


1 1 /IN /1,1,1 1. 
38. .证 明 ( 寺 ;48 Y 尘 让 人 2 +, 1), (二 + 六 记 雯 一 二 1,0) 构 
红 2* 的 一 组 正规 正 交 基 。 : : 
59， 求 两 个 向 最， 使 它们 和 由 一 到 (Go 二 (2 一 起 构 大 


< 人 2 的 一 组 正规 正 交 基 。 
40. 证 明 第 二 个 共 思 双 线性 关系 是 头 一 个 共 思 汉 线性 关系 和 共 斩 对称 
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性 的 推论 。 
41。 在 2U ?中 设 v=(1,1),w=(i,t)。 证明 
vwh:= jv: -+ iw fH:. 
再 证 明 《v,w>》 关 0， 
42. 对 酉 空间 证 明 毕 达 哥 拉 斯 定理 (5.2 节 例 7)。 练习 4 说 明 这 个 定 
理 的 逆 对 本 空间 是 不 成 立 的 。 问 题 出 在 证 明 的 哪 一 步 ? 
43、 在 本 空间 中 ,证 明 对 任意 复 纯 量 玉 有 
Rf N= J RIN, 
44。 在 西 空间 中 ,证 明 z 
1 一 Ke 站 一 下 一 2 ReC(kCf,e>) + /Rb el’, 
这 里 Re(z) 表 示 复 数 z 的 实 部 . 
45. 证 明 许 瓦尔 兹 不 等 式 在 西 空间 成 立 ， 
46。 函 数 f 和 g 是 实 变量 x 的 复 值 秀 数 。 证明 


I Frels)ar| < for) paz {| g(z)Pdz 
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第 二 部 分 4 


对 称 变 换 群 


本 ， 相 ， ， : 站 ， ; 
“ - 了 第 7 一 . 。 < - 
加 国 a + 了 a t 


6.1 引 论 ” 


我 们 都 熟悉 对 称 这 个 概念 ， 比 如 , 在 糊 增 纸 的 图 案 里 ,我 们 可 
了 以 看 到 对 称 ; 大 家 认为 字母 A 与 O 比 字 母 Pp 更 为 对 称 .物理 学 
家 也 重视 对 称 .举例 来 说 ,我 们 来 看 一 个 氨 分 子 NHs.. 在 这 个 分 子 
里 ,三 个 氨 原 子 位 于 一 个 等 边 三 角形 的 三 个 顶点 上 ,而 氮 原子 与 三 
个 氨 原子 的 距离 相等 . 完全 有 理由 猜测 ， 氨 原子 的 这 种 对 称 排列 
必然 会 以 荣 种 方式 在 氨 分 子 的 物理 性 质 中 体现 出 来 .实际 上 也 确 
实 如 此 ， 氨 分 子 的 电子 分 布 以 及 振动 光谱 就 与 气 原子 的 对 称 排列 
有关。 又 如 在 研究 晶体 性 质 时 ， 晶 体内 部 结构 的 对 称 性 起 着 重要 
作用 。 
“以 上 我 们 仅 是 粗略 地 介绍 了 对 称 这 个 概念 . 为 了 深入 讨论 对 
称 ,我 们 必须 根据 条 件 找到 一 大 方法 ,来 刻 划 事物 的 对 称 特性 现 
在 我 们 就 来 找 这 样 的 方法 . 
例 1 一 个 等 边 三 角形 的 对 称 性 
“为 简单 起 见 ， 我 们 先 考虑 等 边 三 角形 这 样 一 个 二 维 例子 (图 
84). 假如 我 们 将 此 三 角形 化 它 的 中 心 0 北府 针 旋 转 120" 角 


(= 党 弧度 )， 那 米 此 三 角形 经 族 转 后 的 位 置 与 原来 的 位 置 完全 


重合 。 这 是 为 什么 ? 其 原因 就 是 这 个 等 边 三 角形 的 对 和 和 东 性 1 叉 假 
如 我 们 将 这 个 三 角形 所 在 平面 的 点 关于 直线 工作 反射 ", 那 末 反 
射 前 后 两 个 三 角形 位 置 完全 重合 . 


。 在 二 维 问题 中 ， 反 射 “ 镜 面 "是 一 条 直线 ， 关 于 直线 工作 反射 后 ， PP 点 的 “ 象 ” 
县 PP 点 ， 这 里 直线 工 重 直 平分 PP'。 直线 工 两 过 的 点 都 要 进行 反射 。 
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于 是 我 们 有 一 个 度量 对 称 性 的 方法 ， 列 举 出 使 该 图 形 不 变形 
地 变 到 与 自身 重合 的 平面 变换 ， 这 种 变换 称 为 等 边 三 角形 的 对 称 
变换 ， 三 角形 的 三 个 顶点 应 诬 堵 成 是 无 区 别 的 ， 但 为 了 讨论 时 便 
于 枚 举 出 对 称 变换 ,我 们 将 三 个 顶点 标 上 字母 。 在 下 面 的 表 5 中 ， 
我 们 列 出 了 该 等 边 三 角形 的 六 个 不 同 的 对 称 变换 

”还 有 其 它 的 使 三 角形 变 到 其 自身 的 方法 ， 例如 ， ,将 三 角形 适时 


针 旋转 2 x+ 所 x= 书 x。 但 是 ,所 得 到 的 ( 标 字母 的 ) 图 形 与 北 时 


针 旋转 3 所 得 的 图 形 是 相同 的 。 所 以 , 若 二 个 对 称 变换 在 图 形 
个 上 上 作用 的 方式 一致， 则 我 
- ”人们 将 这 二 个 对 称 变换 看 成 
是 同一 个 变换 
由 于 表 5 最 终 位 置 栏 
里 的 六 个 三 角形 的 顶点 位 
置 互 不 相同 ， 所 以 表 中 的 
六 个 对 称 变换 是 不 同 的 对 
称 变换 .而 且 ， 表 5 列 出 
了 等 边 三 角形 的 所 有 不 局 
”的 对 称 变换 。 为 了 证 明 这 
| 一 点 ， 只 须 注意 在 任意 一 
| 个 对 称 变换 下 ， 顶 点 a 必 
| ” ” 须 变 到 三 个 位 置 ( 顶 上 \ 左 
边 或 右边 ) 之 一 ， 在 每 种 
情况 下 ， 顶 点 5 及 顶点 。 
的 位 置 只 有 两 种 可 能 的 配置 情况 。 因 此 ,不 可 能 有 多 于 3x2=6 个 
不 同 的 对 称 变换 .可 见 恰 有 六 个 不 同 的 对 称 变换 。 
表 5 中 的 最 后 一 个 对 称 变换 “保持 原 位 ”叫做 恒 等 变换 .在 榴 
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图 34 一 个 等 边 三 角形 的 对 称 性 | 


初始 位 置 (顶点 标 上 学 母 ) 


4 


ph 


， 绕 中 心 雍 时 针 旋 转 2 x / 


， 绕 中 心 造 时 针 旋转 全 = 


.关于 Li 的 反射 


.关于 碾 的 反射 


.保持 原 位 置 


` 安 5 


最 终 位 轩 
对 和 ] (顶点 标 上 字母 ) 
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举 对 称 变换 时 ， 把 这 个 平凡 变换 包括 进去 是 方便 的 。 如果 一 个 图 
形 仅 有 的 对 称 变换 是 恒 等 变 换 ， 则 我 们 认为 这 个 图 形 是 非常 不 对 
称 的 .其 它 的 图 形 都 有 一 些 非 平凡 的 对 称 变换 ， 即 具有 某 种 程度 
的 对 称 性 . 

例 2 讨论 字母 S，O，A 以 及 的 对 称 性 . . 
P 字母 P 是 非常 不 对 称 的 . 另外 的 三 个 字母 都 有 非 平凡 的 对 称 
变换 ， 如 表 6 所 示 。 


ia 


1. 恒 等 变换 
2. 关于 工 的 反射 
1。 恒 等 变换 


了 
O 2. 关于 中 心 的 * 角 旋转 


1. 恒 等 变换 


2. 关于 中 心 的 任意 角 旋 转 
@, ] 3、 关 于 过 中 心 的 任意 直线 的 反射 

字母 A 与 $$ 恰 有 二 个 不 同 的 对 称 变换 ， 字 母 OO 有 无 数 多 
个 对 称 变 换 ， 

例 3 正方 形 的 对 称 性 

_ 表 7 中 列 出 了 八 个 不 同 的 对 称 变换 . 还 有 别 的 对 称 变 换 吗 ? 
答案 是 没有 .因为 为 了 使 正方 形 不 变形 ， 顶 点 4 及 顶点 5 必须 处 
于 对 角 位 置 ,共有 四 种 这 样 的 可 能 情况 . 对 顶点 a 及 顶点 c 的 每 
个 可 能 位 置 ， 相 应 顶点 5 及 顶点 4 的 位 置 只 有 二 种 可 能 。 所 以 ， 
正方 形 对 称 变换 不 可 能 多 于 4x 2 一 8 个 。 
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表 7 正方 形 的 对 称 变换 


初始 位 置 (顶点 标 上 字母 ) 


3 过时 针 旋 转 = 


~ 


4， 逆 时针 施 转 之 x 


6. 关于 工 , 的 反射 


7、 关 于 工 的 反射 


8， 关于 荆 , 的 反射 


«135« 


现在 我 们 来 看 三 维 的 例子 . 

例 4 和 揽 (NH;s) 分 子 的 对 称 性 (图 35(a) 与 (b)). 

三 个 所 原子 分 别 在 平面 Mim 及 73 上 它们 是 相同 的 三 个 者 
原子 . 


图 35 氨 分 子 的 对 称 性 


若 一 个 对 称 变换 使 氨 分 子 与 自身 重合 ， 那 末 这 个 对 称 变换 必 
然 使 氮 原 子 固定 不 动 . 这 个 分 子 的 平面 章 图 (图 35(b)) 使 我 们 忠 
起 例 1， 从 而 我 们 可 列举 出 该 分 子 的 下 列 对 称 变换 ， 

1 恒 等 变换 . 


2. 搁 轴 荆 (是 简 头 所 指 方 向 ) 旋转 之 x. 


3. 度 轴 旋转 人 x。 

4. 关于 平面 x 的 反射 

5. 关于 平面 ws 的 反射 ， 

6. 关于 平面 xs 的 反射 ， z 

氨 分 子 只 有 以 上 六 “种 不 同 的 对 称 变换 . 其 证 明 与 例 1 的 证 角 
一 样 . 

最 后 ， 我 们 来 看 一 个 晶体 学 中 的 例子 。 
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例 5 石 蛙 由 许多 左 
原子 的 平面 六 边 形 注 片 构 
成 (图 36)。 在 考虑 石 量 内 
部 的 微小 结构 时 ， 这 些 薄 
片 可 以 看 成 有 无 限 延伸 
的 。 试 讨论 其 中 一 乒 的 对 图 36 ” 石 星海 片 的 对 称 性 
称 性 . (在 蜂 房 及 一 些 浴 
室 的 地 面 上 也 有 这 样 的 六 : 边 形 图 案 .》 

在 枚 举 本 例 的 对 称 变换 时 ， 我 们 要 过 到 平移 这 种 对 称 变换 . 
将 每 个 点 没 着 某国 定 方向 移动 一 个 固定 距离 的 变换 称 为 平移 。 我 
们 可 用 一 个 向 量 来 代表 一 个 平移 ,该 向 量 的 方向 就 是 平移 的 方向 ， 
向 量 的 大 小 等 于 平移 所 移动 的 距离 的 大 小 . 

在 此 薄片 所 在 的 平面 上 ,固定 相 邻 三 个 六 边 形 的 中心 0.4 及 
B. 令 0B=4B=d. 我 们 可 以 枚 举 这 个 图 案 的 对 称 变换 如 下 ， 


1. 将 图 案 沿 向 量 04 的 方向 ( 即 向 右 ) 或 滑 向 最 40 的 方 条 
〈 邯 向 左 ) 移 动 距离 2 . 


2. 沿 08 或 B50 的 方向 移动 距离 4 
3 绕 0 点 着 时 针 旋转 邱 。 


4. 以 过 0 点 及 4 点 的 直线 作 反 射 ， 

5. 任意 过 续 实 施 上 面 四 种 类 型 的 变换 ， 

上 面 第 五 种 变换 是 对 称 变换 , 这 是 因为 依次 实施 一 个 图 形 的 
二 个 (或 更 多 ) 对 称 变换 仍 是 这 个 图 形 的 对 称 变换 . 在 妆 举 一 个 图 
形 的 对 称 变换 时 , 记 住 这 一 点 是 很 重要 的 . “ 

可 以 证 明 可 用 以 上 五 种 类 型 的 对 称 变换 来 表示 此 种 六 边 形 匿 
案 的 任意 对 称 变换 。 学 了 变换 的 代数 后 ， 就 很 容易 证 明 这 一 点 ” 


* 网 (8.1) 节 。 
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下 一 节 里 ， 我 们 讨论 变换 的 代数 ， 
练 习 
1， 讨论 以 下 图 形 的 对 称 性 ， 
《iD 正 五 边 形 。 
《ii) 正六 边 形 。 
(iii》 菱形 ， 
(iv》 邻 边 不 相等 的 平行 四 边 形 。 
(v) 椭 贺 。 
《vi 抛物 线 . 
2. 证 明 可 用 相同 的 对 称 变换 来 秘 划 字母 的 对 称 性 以 及 邻 边 不 相等 的 : 
平行 四 边 形 的 对 称 性 . 
3. 将 所 有 大 写字 母 分 组 ， 使 入 组 中 的 字母 有 相同 的 对 区 性 ， 
,4. 证 明 平 移 不 可 能 是 一 个 有 限 图 形 的 对 称 变换 。 
5. 研究 糊 塘 纸 及 姿 传 地 而 等 物体 的 对 称 性 


6.2. .变换 的 代数 


”使 平 面 上 每 个 点 已 对 应 唯一 的 点 书 的 一 个 规则 孝 为 平面 的 
一 个 变换 (或 时 舟 ), 记 成 了 。 点 P' 称 为 点 王 在 变换 7 下 的 象 ,可 
用 函数 的 形式 写成 

P’=T(P), 

设 变换 8 及 变换 T 是 同一 平面 的 二 个 变换 。 车 对 该 平面 上 
的 所 有 点 P,S(P) 一 7( 卫 ), 则 称 这 二 个 变换 相等 , 记 为 TP。 例 
如 , 线 O 点 赣 时 针 旋 转子 及 过 x 是 二 个 相等 的 变换 . 有 许多 变换 
使 二 个 不 同 的 点 有 不 同 的 象 ,例如 ,旋转 .反射 及 平移 这 些 变换 都 
具有 这 种 性 质 , 这 样 的 变换 称 为 一 一 变换 。 

平面 的 变换 不 全 是 一 一 变换 ， 例 如 ， 到 直线 工 上 的 正 交 
影 (图 37)。 在 过 P1 及 Ps 二 点 直线 上 的 所 有 点 有 相同 的 象 已. 

交 射 影 是 一 个 多 一 变换 , 即 平面 上 许多 不 同 的 点 有 粗 同 的 象 . 
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图 37 正 交 射影 


变换 的 乘积 

设 5 与 了 是 同一 平面 的 二 个 变换 . 我 们 定义 8 与 卫 的 乘 舟 
ST 是 一 个 变换 , 它 对 平面 上 的 所 有 点 卫 , 下 式 成 立 : 

HT(P)= S(T(P)) (1) 
称 ST 是 由 S 及 了 相 乘 得 出 的 . 
T(P)=P’ 及 S(P)=P'. 
gl | 
ST(P)= PP”. 

所 以 ,点 己 在 变换 ST 下 的 象 与 点 书 先 作用 变换 7 ,然后 将 所 得 的 
象 再 经 变换 8 作用 后 所 得 的 象 相 同 . 但 要 注意 二 个 变换 作用 的 顺 
疗 ! 下 图 说 明了 这 个 过 程 ， 


pSP’= 7 (PSP" -8(P')= STP 
sr 


例 6 
将 以 下 同一 平面 的 二 个 变换 相 乘 ， 


尼 ， 绕 0 点 道 时 针 旋 转 -3 ， 


3 了 39 3 


心 : 关于 过 O 点 的 直线 工作 反射 ， 
由 图 38 驾 见 ,RS( 忆 ) 及 含 R(P) 不 是 相同 的 点 。 所 以 
RSSR. 


图 38 变换 乘法 的 不 可 交换 性 


变换 的 乘法 一 般 来 说 不 是 交换 运算 .在 求 许多 变换 的 乘积 
糙 , 必 须 特 别 注意 这 些 变换 的 顺序 . 
现在 我 们 证 明 变 换 乘积 满足 结合 律 . 
定理 I 任意 三 个 变换 R、S、T 满足 
: (RS)T=R(ST). (2) 
证 明 设 点 P 是 平面 上 任意 一 点 , 置 。 
T(P)=P’, S(P’)=P’, R(P’)=Pp’. z 
我 们 将 要 证 明 (BRS)T 及 R (ST) 这 二 个 变换 均 将 点 P 映 至 
点 P''。 为 简便 , 令 RS= 印 ,得 z 
(WT)(P)==W(T(P)) (定义 ) 
=W(P’)=(RS)(P’) 
二 BR(S(P')) (定义 ) 
= BR(P*)=P’”. 
“对 R(S7) 实 施 相同 的 论证 ,就 能 完成 本 定理 的 证 明 . 
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作用 变换 (RS)T 或 作用 变换 ER(ST) 所 得 的 结果 , 都 与 先 作 
几 卫 ,然后 作用 态 ,最 后 作用 五 所 得 的 结果 相同 。 但 要 注意 作用 的 
炳 序 ! 所 以 ,在 写 变 换 的 乘积 时 ,省 略 掉 其 中 的 括号 是 不 会 引起 误 
解 的 。 例 如 ， 
(BS)T= R(ST)= RST. 
可 用 归纳 法 证 明 ” 个 变换 ， 只 要 它们 相 乘 的 次 序 决定 了 ， 则 天 
论 怎样 加 括号 ,所 得 的 乘积 是 相同 的 。 例 如 ， 
(TIT2) (PsTD I) 一 (人 Pi( 克 3) =T TTTD,, 
它们 都 等 于 依次 实施 变换 TT,,Ts,T,, 了 1， 我 们 已 看 到 有 些 变 换 相 
乘 时 ,不 可 交换 顺序 ,因此 必须 十 分 注意 变换 相 乘 时 的 次 序 . 
恒 等 变 换 . 
恒 等 变 换 1 是 一 个 平凡 的 变换 ， 但 又 是 一 个 重要 的 变换 恒 
每 变换 的 定义 如 下 ; 对 所 有 点 P ,使 得 
i1(P)=P 
全 全 变 换 相当 于 “使 所 有 的 点 都 不 动 ” 的 规则 。 
”全 等 变换 与 任意 变换 了 可 以 变换 ,显然 有 . 
17T=T1=T, z 《3》 
”所 以 用 1 乘 变 换 与 用 数 1 染 数 十 分 相似 ， 
变换 的 逆 
如 图 39， 7 是 效 0 点 着 时 针 旋 转 < 角 的 变换 ， 9 是 绝 0 点 顺 
特 针 旋转 < 角 的 变换 。 变换 了 与 变换 38 互相 抵消 ， 所 以 变换 ST 
使 每 个 点 不 动 ,变换 TA 也 使 每 个 点 不 动 。 得 


图 39 变换 与 逆 


e。 了 4 1 。 


和 TST 4) 
一 般 地 , 如果 与 全 是 满 是 (4) 式 的 一 个 变 换 ， 划 称 S 是 的 
于 (或 逆 变 换 ), 记 成 . z 
S=T-1. : (5》 
久 为 (4) 式 是 对 称 的 ,所 以 从 人 是 了 的 逆 ， 可 指出 了 也 是 8 的 
由 此 可 推 得 : 
T2877, (9 
不 是 所 有 的 变换 都 有 逆 ， 例如 ， 正 交 射 彩 就 没有 道 。 
容易 证 明 ， 如 果 下 有 逆 , 那 末 其 逆 是 唯一 的 ， 不 然 ,我 们 可 设 
S1,Ss 是 沁 的 二 个 不 同 的 着。 重复 用 (3) 与 (4) 可 得 
S1= S11 S(TS2) (HT) Ss = 18s— 8, 和 
与 假设 矛盾 。 
若 某 个 变换 有 逆 ， 则 称 这 个 变换 是 非 奇 异 的 .， 没有 逆 的 变换 
称 为 奇异 的 . 旋转 、 反射 以 及 平移 者 是 非 奇异 变换 的 例子 ， 
乘积 的 逆 . 四 
设 7 了 2 是 两 个 非 厅 异 变 抽 ， 则 序 好 是 非 奇 异 的 ， 而 且 它 的 
赣 由 下 式 给 出 ， 
《人 :一 人 (7) 
请 广 意 上 式 中 前 次 序 为 了 证 明 公 式 (7), 可 作 计 算 ， 
(TT DITI) = THTT=1, i 
同 理 可 得 (T3231:T71)(T1T2)=1。 所 以 T3aTi 是 了 is 的 逆 . 
更 一 般 地 , 设 T， 72，……，7。 是 非 奇 寞 变换 ， 则 它们 的 乘积 
7172 7 是非 奇异 的 ， 并 且 
TT tt 。 (8) 
变换 的 | 
自然 地 将 变换 TT 写成 T?, 同样 3 一 TTT( 可 省 掉 括号 ). 
设 ”是 正 整 数 ,一 般 地 ， 连续 实施 n 次 变换 下 所 得 的 变换 记 成 2 
称 了 7” 是 了 的 2 次 宪 . 
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指数 法 则 
TT*— Pt 9) 
最 然 对 正 整 数 my 成立. 
若是 非 奇 异 的 ,我 们 将 (T-!1)”(% 是 正 整 数 ) 记 成 T-*. 定 
义 To=1， 那 末 ， 很 容易 证 明 (9) 式 对 所 有 整数 m， n 成 立 ( 整 数 包 
括 正 整数 、 负 整数 、 零 )， 
另 一 个 指数 法 则 z 
(T™)"=T"" | (10) 
对 所 有 整数 mm ,nm 成 立 。 (车 下 是 奇异 的 , 则 2%、n 只 能 取 非 负 整 
数 .) 
例 ? 设 了 是 非 奇 别 变 换 求证 
=(T-)"=(7")! (11) 
对 所 有 整数 % 成 六 
第 一 种 情况 ，n 是 正 整数 . (11) 式 中 的 第 一 个 等 式 是 定义 ， 
对 一 切记 令 T=, 则 由 (8) 式 可 得 上 面 的 第 二 个 等 式 . 
第 二 种 情况 ，n 是 负 整 数 . 令 n 一 一 m， 用 公式 (6)， (8)， (11) 
《对 正 的 指数 ) 即 可 . 
第 三 种 情况 ; n= 二 0。 显然 . 
例 8 求证 (7T-5)-?=7T1. 
(T5232=((TP-5)-1)?( 定 义 )= C75)2( 公 式 (11)) 一 TO, 
变换 的 一 般 理 论 不 局 限于 讨论 平面 上 的 变换 .上面 的 讨论 可 
推广 到 三 维 空 间 中 的 变换 .在 第 二 章 中 学 过 的 初等 行 变换 ， 可 以 
看 成 是 作用 在 扎 阵 的 行 上 的 变换 。 这 些 行 初等 变换 都 是 非 奇 蜡 
的 。 作 为 本 节 最 后 一 例 , 一些 我 们 熟悉 的 函数 ,例如 ,正弦 函数 ,对 
数 函 数 以 及 指数 函数 也 只 是 作用 在 实数 上 的 变换 而 已 ， 


6. 设 丸 、8 分 别 是 例 6 中 的 旋转 与 反射 , 了 是 同一 平面 的 平移 并 由 向 量 


» 143% 


考 半 0) 所 定义 。 求 证 RT 于 TR, 8 与 7 可 以 交换 吗 ? 
7. 证 明 任意 二 个 平移 史 , .2 可 以 交换 , 任 意 二 个 绕 同 一 点 0 的 平面 泛 
转 可 以 交换 ， 旋 转 中 心 不 同 的 旋转 可 以 交换 吗 ? 
8. 证 明 二 个 不 同 的 反射 不 可 以 交换 。. 
9. 补 全 定理 1 的 证 明 ， 
10. 对 n2>3 个 变换 ,用 归纳 法 证 明 结合 律 成 立 ， 对 乘积 TT,……T， 无 
论 怎 样 加 括号 ,所 得 到 的 变换 是 相同 的 . 
1l1. 设 人 是 任意 一 个 变换 ,求证 17 = 全 1= 全 ， 
12. 求 下 列 变换 的 逆 ， 
(i) 由 位 置 向 量 a 定义 的 平移 。 
(ii》 关 于 直线 工 的 反射 。 
13. 证 明 恒 等 变换 的 逆 呈 自身 。 你 还 知道 哪些 变换 也 具有 这 种 性 质 ? 
14. 求证 正 交 射 影 没有 逆 . 
[提示 ， 假定 荆 有 逆 驴 ,使 ST=1。 用 7 是 多 一 映射 可 得 出 矛盾 .] 
15. 验证 公式 (10). 
. 证 明 当 且 仅 当天 一 1 变换 T 的 赣 是 自身 ， 
17. 设 变 换 非 背 蜡 , 试 从 定义 出 发 ,证明 TT 了 =7T™*,， (7 一 
(T- =T7 
18. 设 7 是 到 直线 工 的 正 交 射影 ,求证 7: 二 了 


19. 设 R 是 绕 O 点 旋转 二 的 变换 。 求 证 R=1, 并 证 明 了 "一 工 仅 当 ” 一 


者 以 Ck 二 0, 土 1, 填 2:…) 了 时 成 立 。R™*、R-"* 是 什么 ? . 
20. 设 卫 是 变换 , n 是 使 7"=1 成 立 的 最 小 正 整数 , 则 称 中 的 周期 (或 
苍 ) 是 nm。 例如 ,练习 19 中 的 变换 的 周期 是 6 。 试 求 下 列 变换 的 周期 ， 


(i) 旋转 二 


(ii)》 区 射 ， 
证 明正 交 射 影 及 平移 不 是 周期 变换 , 即 不 存在 一 个 正 整 数 ”使 了 "= 上 
21。 求证 周期 变换 是 非 奇 异 变 换 . 
[提示 ;从 关系 式 7 了" 二 1 中 可 求 出 了 的 蓝 .] 
:其 地 成 立 吧 ? 
22. 设 S ,7 二 个 变换 可 以 交换 ,证 明 对 任意 正 整数 n, (ST)"=S"T". 
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三 J 不 可 交换 时 ,这 个 公式 对 吧 ? 
6.3 平面 等 距 变换 


在 6.1 节 中 ， 我 们 用 变换 来 讨论 图 形 的 对 称 性 ， 这 些 使 图 形 
与 自身 重合 的 变换 都 不 使 图 形 产生 变形 . 所 以 , 在 我 们 讨论 一 个 
图 形 的 对 称 性 时 ,已 经 遇 到 使 任意 二 点 距离 保持 不 变 的 变换 了 , 亦 : 
即 对 任意 二 点 PP、Q ，P 与 Q 之 间 的 距离 等 于 它们 的 象 T(P) 与 
TT (@) 之 间 的 距离 ， 这 样 的 变换 叫做 等 距 变 换 ， 二 个 等 距 变换 的 
乘积 仍 是 等 距 变换 . 

现在 我 们 讨论 平面 等 距 变 换 , 从 而 给 出 它们 所 有 可 能 的 分 
: 彝 ， 

定理 II 平面 等 距 变 换 由 不 在 一 直线 上 的 任意 三 点 4、,B、C 
议 及 它们 在 这 个 等 距 变换 下 的 象 4 ,B.C' 唯一 确定 . 

”证 明 设 T 是 等 距 变 换 ,7T(4)=4’, 7T(B)=B’,T(0)=0', 
的 为 三 角形 480C 与 4'B'C’ 的 对 应 边 相等 ,所 以 这 二 个 三 角形 会 
等 . 现在 我 们 证 明 对 任意 一 点 P, 它 的 象 (= 7( 了 )) 是 完 全 确定 
的 。 因 为 卫 是 等 距 变换 ,所 以 


图 40 平面 等 距 变换 
A'P'= =AP, BP’=BP, 0’P’=0OP. 
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疡 以 严 点 在 分 别 以 4 、B/、.C/ 为 圆心 ,4 已 .3P .OP 为 半径 的 三 
个 圆 上 .但 是 ,如 果 三 个 圆 有 二 个 或 更 多 交点 时 ,它们 的 圆心 必然 
共 线 ,所 以 ,上 面 的 三 个 圆 只 有 唯一 的 交点 。 结论 是 P’ 点 完全 确 
定 ,这 就 是 所 要 证 明 的 . 
在 讨论 平面 等 距 变 换 时 ,以 上 定理 是 很 有 用 的 。 这 定理 告诉 
我 们 ,为 确定 一 个 平面 等 距 变 换 , 只 须 画 一 个 三 角形 以 及 它 在 此 等 
距 变 换 下 的 象 ， . | 
定理 II 只 有 下 列 四 种 类 型 的 平面 等 距 变换 (图 41(a) 到 
(d))， 四 
《a) 旋转 ， 
(b) 平移 ， 
(ce) 反射 ， : 
(d) 滑 移 反射 ( 即 反射 后 紧 接 一 个 平移 ,平移 的 方向 沿 着 反射 
“镜面 " 工 )。 直 线 工 (图 41(d)) 称 为 滑 移 反 射 的 轴 . 


B ”| 8 | | 
A 六 Be » A > | -7 
iC ， 1) 1 BB: 
( / 信 > Yd y 
| Ci I, | 
to) 关 于 的 旋转 | (0 平移 (关于 工 的 反射 (d) 滑 移 反射 


图 41 平面 的 四 种 等 距 变 换 - 


上 面 四 种 变换 显然 都 是 平面 等 距 变 换 、 我 们 还 应 证 明 除 这 四 
种 外 ,再 也 没有 其 它 类 型 的 等 距 变 换 ， 在 证 明 这 一 点 前 ,我 们 先 四 
图 41 来 介绍 等 距 塞 换 的 另 一 种 重要 的 分 类 方法 ， 

设 4、B、C 是 不 共 线 的 三 点 , 依次 由 4 点 出 发 作 直 线 连 接 也 
点 ,由 BB 点 出 发 连接 C 点 ,由 C 点 出 发 连接 4 点 ,得 到 一 个 三 角形 。 
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如 果 上 面 画 三 角形 的 过 程 是 逆 时 针 方 向 进行 的 , 则 称 4、B、C 三 
点 逆 时 针 方 向 ; 如 果 是 顺 时 针 方 向 进行 的 , 则 称 顺 时 针 方 向 ， 所 
以 ,图 41(a) 中 的 4、B、C 三 点 逆 时 针 方向 。 若 三 角形 4BC 的 三 
个 顶点 按 4、B、C 的 顺序 是 逆 时 针 方 向 , 则 称 这 个 三 角形 逆 时 针 
方向 ; 辣 样 可 以 定义 三 角形 4BC 师 时 针 方 向 - 所 以 ,三 角形 
4BC 与 三 角形 40B 总 是 相反 方向 的 。 

如 果 一 个 等 距 变换 把 不 共 线 的 4、B 、C 三 点 映 到 相同 方向 的 
4'.B'.0' 三 点 , 则 这 个 等 距 变 换 是 下 竹中 变换 .不 是 正 等 距 变 换 
的 等 距 变 换 叫 做 反 等 距 变换 。 图 41 说 明 旋 转 与 平移 是 正 等 距 变 
换 , 而 反射 与 滑 移 反 射 是 反 等 距 变 换 。 

”为 了 说 明 一 个 等 距 变换 的 类 型 ， 我 们 可 以 讨论 4BC 这 这 个 三 
角形 移 到 新 位 置 4'B'C' 的 方式 . 如 果 是 正 等 距 变换 ,只 要 将 450 
三 角形 在 平面 上 移动 即 可 . 如 果 是 反 等 距 变 换 ， 则 要 把 4BC 三 
角形 从 平面 上 拿 起 来 并 翻 一 个 身 才能 移 到 新 位 置 上 . 

二 个 反 等 距 变 换 的 乘积 是 正 等 距 变 换 ， 二 个 正 等 距 变换 的 乘 
积 是 正 等 距 变 换 ， 一 个 正 等 距 变 换 与 一 个 反 等 距 变换 的 乘积 总 是 
反 等 距 变 换 , 与 乘积 的 次 序 无 关 ， 

现在 我 们 能 证 明定 理 IV, 它 改进 了 定理 I 的 结论 . 

定理 IV - 平面 正 等 距 变 换 由 任意 二 个 不 同 点 4、8 以 及 它们 
的 象 4 .B' 众 一 确定 . 对 平面 反 等 距 变 换 也 有 同样 的 结论 ， 

证 明 ” 设 光 是 正 等 距 变换 ,C 是 与 4、 卫 不 共 线 的 任意 一 点 ， 
0' 是 0 在 T 下 的 象 。 因为 三 角形 4BC 与 三 角形 4’B'C' 全 等 而 
且 方 向 相同 ,所 以 C 点 唯一 确定 ， 由 定理 IIL， 了 唯一 确定 。 同 理 
可 证 了 是 反 等 距 变换 的 情况 > 

“平面 等 距 变 换 的 分 类 (定理 II 的 证 明 ) ， - 

情况 1“ 人 是 正 等 距 变 换 

设 T 把 4 上 映 到 4’, B 映 到 B'( 图 42). 作 44' 及 BB 的 垂直 
平分 线 , 分 别 过 到 ,N 二 点 , 设 这 二 条 垂直 平分 线 相交 于 O 点 , 则 
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图 4? 正 等 距 变 换 ， 旋 转 


三 角形 04 与 三 角形 04’B' 的 对 应 边 相 等 , 所 以 它们 是 全 等 三 
角形 。 也 是 正 等 距 变 换 , 因此 这 二 个 三 角形 方向 相间 。 通 过 缆 0 
点 的 ,旋转 角 是 角 404 的 旋转 , 可 将 4B 重合 到 4/B' 上 ， 由 定 
理 IV,7T 等 于 这 个 旋转 . 

车 44’ 及 BB’ 的 垂直 平分 线 互 相 平 行 ， 则 A418'B 是 平行 
四 边 形 或 者 是 等 腰 梯 形 (图 43)。 在 第 一 种 情况 ,4B 经 一 个 平移 
变 到 4'B'， 在 第 二 种 情况 ，4B 经 绕 0 点 的 一 个 旋转 变 到 4/B/。 
所 以 了 是 平移 ,或 是 旋转 . 


情况 2 7 是 反 等 距 变 换 
设 5 是 任意 一 个 反射 ， 比如 说 是 关于 直线 工 的 反射 TS 是 二 
个 反 等 距 变 换 的 积 , 记 以 它 是 正 等 距 变 换 。 由 情况 1 ,TS 是 平移 
或 旋转 ，S?=1, 所 以 | 
T=TS?=(TS)S, 
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上 式 说 明 色 是 平移 与 反射 的 急 积 , 或 者 7 是 旋转 与 反射 的 乘积 ， 
我 们 将 在 下 面 二 个 例子 中 证 明 ，、 这 二 种 乘积 只 可 能 是 反射 或 请 黎 
反射 ,这 桩 就 完成 了 定理 II 的 证 明 。 

例 9 设 S 是 关于 直线 工 的 反射 , 4 是 由 位 置 向 量 a 定 义 的 
平移 .求证 ， z : : 

(i) 车 a 的 方向 与 二 垂直 , 则 4S 是 反射 ， 

(ii) 车 a 的 方向 与 工 不 垂直 , 则 48 是 滑 移 反射 

证 明 

(i) 设 P、 Q 是 直线 上 的 任意 不 同 的 二 点 . 如 图 44 (a) 所 
示 , A8(P)=A4(P)= PP ,48(Q) = Q.. 设 / 是 直线 平移 


所 得 的 直线 ， 则 P、 ac 二 点 关于 直线 L’ 作 反 射 后 ， 分 别 隐 成 P’. 2 
二 点 。 由 定理 ITV ,AAS 等 于 关于 间 线 蕊 / 的 反射 


图 44 平 黎 与 反 和 的 条 可 


(ii) 将 a 写成 a 二 aa 使 ai 与 工 王 直 ， 与 上 平行. 从 图 
44(b) 容易 看 出 ， 43 是 关于 轴 工 ' 的 反射 与 az 所 定义 的 平行 于 
LL' 的 平移 的 乘积 ,所 以 45 是 滑 移 反射 ， 

例 10 设 8 是 关于 直线 工 的 反射 , R 是 绕 0 点 旋转 < 角 的 放 
转 ， 求 证 ， 

(i) 着 0 点 在 直线 L 上 , 则 R8 是 反射 

(ii) 车 O 点 不 在 直线 I 上 , 则 RS 是 滑 移 反射 ， 
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图 45 旋转 与 反射 的 共和 


设 P 是 直线 工 上 的 另 一 点 , 则 RS3(0) 一 0,R8(P)=P' 
(图 45(a)). 设 工 与 工 之 间 的 夹 角 是 二 a, 由 定理 IV， BS 是 关于 


直线 二 的 反射 。 
(ii) 见 图 45C(b),OPQ 委 直 于 工 ， 0P=PQ, 并 且 ， 
RS(P)=R(P)= P’, RS(Q)=R(0)=0. 
由 轴 工 以 及 位 置 向 量 PP’ 定义 的 滑 移 反射 把 书 、 @ 乒 映 成 P'、 


Q' 点 .由 定理 IV，R8 等 于 这 个 滑 移 反射 认为 角 OPP’- 


也 ("一 a), 所 以 L' 与 上 的 夹 角 是 半 a. 
还 可 以 根据 固定 点 进一步 对 等 距 变 换 进 行 分 类 .例如 ， 和 
点 的 旋转 固定 0 点 ， 下 面 总 结 了 平面 等 中 变换 依 此 种 方法 进行 
类 的 情况 ，。 
(a) 有 固定 点 的 等 距 变换 
(i) 正 等 距 变 换 ， 旋转 ， 
(ii) 反 等 距 变换 ,反射 (反射 直线 上 的 所 有 点 都 被 固定 )， 
《b) 没有 固定 点 的 等 距 变 换 
(i) 正 等 距 变 换 ， 平移， 


。150 。 


(ii) 反 等 距 变 换 , 滑 移 反 射 . 
例 11 平移 与 旋转 的 乘积 
二 个 正 等 距 变 换 的 乘积 是 正 等 距 变 换 , 所 以 ,平移 了 与 旋转 尽 
的 乘积 是 旋转 或 平移 ， 
设 全 由 平移 向 量 a 定 义 , 忆 是 侥 O 点 逆 时 针 旋 转 a 角 的 旋转 . 
若 a=2 kr, 有 是 整数 , 则 玉 一 1, 所 以 也 忌 一 全， 
除 此 之 外 ,TR 有 一 个 固定 点 ,所 以 它 是 一 个 旋转 ， 


图 46 平移 与 旋转 的 乘积 


图 46 的 三 角形 04B 中 ,48=a， 旋 转 R 将 B 点 贞 到 4 点 ， 
平移 人 将 4 点 映 到 B 点， 所 以 TR ( 先 作用 瑟 , 后 作用 7) 使 B 点 
夯 定 .这 就 是 说 , TR 是 绕 B 点 的 旋转 ， 从 O 点 在 TR 下 的 象 可 
以 看 出 TR 是 逆 时 针 方向 的 旋转 ,旋转 角 为 a. 同 理 可 证 RT ( 先 
? ,后 R) 是 绕 4 点 的 旋转 ,旋转 角 为 a. 但 是 ， RT 天 TR. 

等 距 变 换 一 个 重要 性 质 是 它们 都 有 逆 。 我 们 把 平面 等 距 变换 
及 其 逆 列 表 如 下 ， 
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等 距 变换 了 | 北 有 
绕 0 点 逆 时 针 旋 转 a 角 线 O 点 颗 时 针 旋 转 a 角 
平移 a 平移 一 a 
关于 工 的 反射 关于 工 的 反射 


四 关于 工 的 反射 以 及 平行 于 工 的 | 洪 移 反射 : 关于 了 的 反射 以 及 平移 -一 aa 
平移 a 


练 习 
23. S、4 如 同 例 9 所 设 .。 SA 是 什么 等 距 变 换 ? 
24. 3、 如 同 例 10 所 设 。SR 是 什么 等 距 变 换 ? 
25. 证 明 例 1 的 最 后 一 个 性 质 . 
26 .描述 二 个 反射 的 乘积 , 设 
(i) 二 条 反射 直线 互相 平行 ， 
(ii) 二 条 反射 直线 相交 . 
27. S1、5; 是 任意 一 个 反射 ， 求 证 (SS 一 一 SSi。 
28. 设 C 是 滑 移 反射 。 求 证 G* 是 平移 . 
29. 设 S,T 是 二 个 研 交 换 的 等 距 变 换 ， 即 ST 二 人 TTS。， 证 明太 与 7 也 
可 以 交换 . 
30. 旋转 角 为 xr 的 旋转 称 为 半 周 旋转 ， 证 明 二 个 半 周 旋转 五 : 与 的 乘 
积 是 平移 ， 平 移 的 方向 与 这 二 个 旋转 中 心 的 连 线 平 行 ， 平 移 的 距离 是 二 个 旋 


转 中 心 距离 的 二 倍 ? 而 且 
(RR,.) = RR,. 


31,(i) 二 个 旋转 的 中 心 重 合 时 ,它们 的 乘积 是 什么 ? 
“(ii) 二 个 旋转 前 中 心 不 同 时 ,它们 的 弛 积 是 什么 ? 
在 什么 情况 下 ,二 个 旋转 可 以 交 挤 ? 
32. 设 二 个 反射 的 直线 互相 垂直 ,求证 它们 的 乘积 是 半 局 旋转 。 
33。 试 求 下 面 二 个 等 距 变换 的 乘积 ， 一 个 是 滑 移 反射 ， 一 个 是 半 周旋 
转 ， 它 的 中 心 在 滑 移 反射 的 轴 上 ， 这 二 个 变换 可 以 交换 吗 Y 
34. 设 一 -个 反射 的 反射 直线 与 一 个 滑 修 反射 的 轴 垂 直 , 求 这 二 个 变换 的 
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6.4 三 维 空间 等 距 变 换 


下 面 一 个 定理 的 证 明 与 平面 等 距 变换 的 情况 类 似 ， 所 以 我 们 
把 它 略 去 了 . 

定理 V 空间 等 距 变 换 由 任意 不 共 面 的 四 点 4、B、C、D 以 
, 及 它们 的 象 4 了 .C7、D/ 唯一 确定 ， 

将 空间 等 距 变 换 分 成 正 , 反 二 类 ,也 是 比较 方便 的 , 设 4、B、 
C.D 是 空间 不 共 面 的 四 点 ,车 右手 螺旋 绕 4BC 顺 时 针 旋 转 时 ,此 
螺旋 的 前 进 方向 指向 ( 青 离 ) 盖 点 , 则 称 这 四 点 按 4、B、C、D 顺序 
为 焉 ( 负 ) 方 向 (图 47). 

如 果 等 距 变 换 将 不 共 面 的 四 点 4、,8.C、D 映 到 同方 向 的 四 点 
4、.B'、C',D', 则 这 个 等 距 变 换 叫 做 正 等 距 变换 。 不 是 正 等 距 变 
换 的 等 距 变 换 称 为 反 等 距 变换 . | 

空间 等 距 变 换 可 由 四 面体 4BCD 变 成 四 面体 4'B'C'D’ 的 
变换 表示 出 来 。 仅 对 正 等 距 变 换 , 四 面体 4BCD 可 以 通过 移动 移 
到 4B'0'D' 的 位 置 .与 平面 情况 一 样 ,二 个 正 等 距 变 换 或 二 个 
反 等 距 变换 的 乘积 是 正 等 距 变 换 ， 一 个 正 等 距 变换 与 一 个 反 等 距 
变换 的 乘积 是 反 等 距 变 换 ， 


A 


GC 
A.B.C.D 正方 问 A.B.C.D 反方 问 
图 47 不 其 面 四 点 的 方向 


下 面 我 们 讨论 三 维 空间 等 距 变换 的 分 类 。 分 类 中 包括 伪 旋 转 
以 及 螺旋 施 转 。 我 们 首先 讨论 这 二 类 等 距 变换 ， 
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在 三 维 空间 中 ,旋转 是 绕 一 根 轴 的 旋转 ;反射 是 关于 一 个 平面 
的 反射 ， 这 个 平面 叫做 反射 平面 ， 如 果 一 个 旋转 重复 几 次 后 等 于 
” 恒 等 变换 , 则 它 的 轴 称 为 % 次 轴 ， 例 如 ,旋转 角 为 工 或 了 的 旋转 
的 轴 是 四 次 轴 ， 旋 转角 为 < 的 旋转 叫做 半 周 旋转 ， 它 的 轴 是 二 次 
轴 . 一 般 将 旋转 角 是 三 x 的 旋转 记 成 C。(# 是 整数 )， 显 然 ， 


(C,)"= 二 1, 所 以 C，, 的 轴 是 n 次 轴 . 

在 二 维 时 ， 我 们 已 经 知道 使 一 个 点 固定 的 旋转 与 反射 的 乘积 
是 反射 .在 三 维 时 , 仅 当 旋转 轴 在 反射 平面 中 时 ,上 述 类 似 结果 才 
成 立 . 为 此 ， 可 考虑 绕 轴 工 的 旋转 中 和 反射 平面 与 卫 垂 直 的 反 
射 o。 乘积 S=oB 使 + 与 工 的 交 后 0 固定， 但 在 R 不 是 恒 等 变 
换 时 , 它 既 不 是 反射 , 又 不 是 旋转 。 这 是 一 种 新 类 型 的 变换 , 我 们 
称 它 是 关于 轴 工 的 伪 旋 转 "( 图 48). 

0 与 RR 是 可 以 交换 的 . z 

S=oR= Ro, (12》 


PrAfP}jzSfP) 


48 从 旋转 各 = 只 


” 或 旋转 反射 
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所 以 
S'=oa'R’. (13»> 
由 于 咏 三 1， 所 以 伪 旋 转 的 偶数 次 宕 是 旋转 ， 反 射 使 一 个 平面 上 
的 点 固定 ,旋转 使 一 条 直线 上 的 点 固定 ,但 是 伪 旋 转 仅 使 一 个 点 固 
定 : 工 与 0 的 反射 平面 x 的 交点 ， : 

一 个 轴 是 工 的 半 周 旋转 与 一 个 关于 平面 4 的 反射 的 乘积 ， 当 
7 与 了 垂直 时 ， 特 别 重要 . 由 这 样 得 到 的 伪 旋 转 称 为 关于 O 点 的 
倒 反 ,这 里 CO 点 是 二 与 地 的 交点 。 这 个 倒 反 将 书 点 映 到 P' 点 ,使 
0 点 是 线段 PP' 的 中 点 (图 49). 

如 果 取 0O 点 为 直角 坐标 系 的 原点 ， 则 关于 O 点 的 倒 反 将 点 
P(x,y,2) 映 到 后 PP‘( 一 5, 一 y ,一 2). 0 点 叫做 倒 反 的 中 心 . 

设 了 是 倒 反 ， 则 

72 一 1 ， (14) 

于 是 1 是 它 自己 的 逆 . z 

一 般 说 来 伪 旋 转 与 轴 及 平面 有 关 、 但 倒 反 仅 与 它 的 中 心 这 一 
个 占有 关 ， 倒 反 的 结构 简单 ， 它 是 几何 证 明 中 的 有 用 工具 .下 面 
用 一 例 说 明 . 


久 49 倒 反 


例 12 设 一 个 正 等 距 变 换 使 0 点 固定 , 则 容易 证 明 它 是 以 过 
0 点 的 直线 为 轴 的 旋转 ( 见 本 节 的 练习 37)， 试 证 明 使 一 点 固定 
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的 有 反 等 距 变 换 古 伪 旋 转 ， 

设 5 是 使 0 点 固定 的 反 等 距 变 换 ， 了 是 以 0 点 为 中 心 的 倒 
到. 了 是 反 等 距 变换 , 故 乘积 TS(==B) 是 正 等 距 变 换 。 有 R 使 0 点 
固定 ,于 是 有 是 以 过 0 点 的 直线 工 为 轴 的 旋转 .由 公式 (14)， 

IR=I12S=S8. 
将 了 写成 乘积 Co ,Cs 是 以 直线 工 为 轴 的 半 周 旋转 ,0o 是 关于 过 0 
点 与 也 垂直 的 平面 的 反射 .于 是 
心 一 GCC 下， 

显然 ,C2 及 是 以 工 为 轴 的 旋转 。 所 以 5 是 使 0 点 固定 的 ,以 工 为 轴 
的 伪 旋 转 . 
演 转 与 一 个 平行 于 此 旋转 的 轴 的 方向 的 平移 的 乘积 (旋转 与 平移 
相 乘 的 次 序 可 以 和 任意 )。 显然 , 它 是 一 个 正 等 距 变 换 ， 

例 13 证 明 车 正 等 距 变 换 没 有 国定 点 , 则 必 是 平移 或 螺旋 旋 
转 ， 

设 S 是 没有 固定 点 的 正 等 中 变换 ,5 不 是 平移 . 任 取 一 点 O ， 
设 信 (0)= 二 0’, 令 了 是 将 0 点 映 到 0 点 的 平移 , 则 TS 是 使 O 点 固 
定 的 正 等 中 变换 ,于 是 7S=R 是 一 个 以 这 0 点 的 直线 工 为 轴 的 

把 了 写成 了 iD, 使 刀 是 垂直 于 世 的 平移 ,7 是 平行 于 工 的 平 
移 ， 这 时 ， 

R=T,T,S, 


所 以 

TI-1R= TS. (15) 
有 是 垂直 于 玉 的 包 的 平移 ,因此 221 下 是 旋转 ， 设 这 个 旋转 是 
上 ， 则 环 : 的 轴 亏 ; 与 志平 行 ( 比 较 6.3 节 例 11)， 由 (15)， 
。。 * 由 假设 $ 不 是 平移 ,所 以 及 不 可 能 是 恒 等 变换 。 由 练习 37， 及 是 -- 个 旋转 角 不 
是 夫 前 的 旋转 ,直线 荆 唯 一 存在 一 一 译 者 注 ， 
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S=T Ri, 
这 征 关 于 亏 : 的 旋转 与 平行 于 工 ! 的 平移 的 乘积 ,说 明 5S 是 螺旋 旋 : 
转 . 
最 后 我 们 总 结 三 维 空间 等 距 变换 的 分 类 ， 
(a) 有 固定 点 的 等 距 变换 
(i) 正 等 距 变 换 ， 旋 转 ， 
(ii) 反 等 距 变 换 , 伪 旋 转 . 
(b) 没有 固定 点 的 等 距 变 换 ， 
(i) 正 等 中 变换 1. 平移 ， 
2. 螺旋 旋转 . 
(ii) 反 等 中 变换 :请 移 反 射 ， 
三 维 谓 移 反 射 是 关于 平面 7# 的 反射 与 平行 于 的 平移 的 乘积 
(次 序 任意 )，、 在 上 面 的 分 类 中 ,我 们 将 反射 归 入 伪 旋 转 一 类 ,这 是 
因为 在 8=-oR 中 取 忆 二 1, 即 可 得 到 反射 0。 


练 习 


35. 试 证 明 6.3 节 定 理 IV 在 三 维 空间 中 的 推广 ， 

任意 一 个 正 ( 或 反 ) 等 距 变 换 由 不 共 线 三 点 4.B、C 以 及 它们 的 象 4 、B， 
0' 唯一 确定 ~ 

36. 求证 ， 如 果 二 个 不 同 反射 的 反射 平面 互相 平行 , 则 它们 的 乘积 是 平 ， 
移 ， 否则 它们 的 乘积 是 放 转 ， 并 求 出 所 得 旋转 的 轴 和 旋转 角 ， 

.可 以 如 下 来 证 明 “ 老 正 等 距 变 换 T 使 0 点 固定 ， 则 7T 是 旋转 并 且 ， 

辆 过 0O 襄 ? 这 个 命题， 

设 了 将 三 角形 04B 上 映 到 (与 其 全 等 的 ) 三 角形 04'B'. 

(i) 车 4=4', 则 我 们 得 到 一 个 轴 为 04, 将 B 上 映 到 B' 的 旋转 。( 若 B= 
8B', 则 此 旋转 的 旋转 角 是 零 角 , 即 退化 成 一 个 恒 等 变 换 .) 

(iD 车 4 去 4, 令 M, 是 44’ 的 中 点 ,zi; 是 过 直线 OM, 并 且 与 044' 重 
直 的 平面 ， 证 明 以 x 为 反射 平面 的 反射 5, 将 4 点 映 到 4 点 . 

(iii》 设 上 面 的 反射 5S, 将 B 点 映 到 B* 点 。- 令 xz 是 过 直线 OA’ 并且 过 
B*B’' 中 点 的 平面 , S 是 关于 x 的 反射 。 则 8 使 4' 点 不 动 并 且 将 B* 点 映 到 
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省 点， 
(iv》 证 明 旋 转 SS, 将 04 映 到 O04'B'. 这 个 旋转 的 轴 是 x; 与 x 的 
交 线 ， 此 直线 过 O 点 ， 

(v) 用 练习 35 的 结论 完成 整个 证 明 . 

38. 可 用 以 下 方法 求 得 将 04B 映 到 04’B'(A 关 4'，B 壮 B') 的 旋转 的 
轴 ， 

由 习题 37 (iv)， 此 轴 在 平面 r 上 ,zi 是 与 044’ 垂直 并 且 过 44’ 的 中 
点 好 的 平面 。 同 理 , 此 轴 也 在 平面 :上 ,是 与 OBB' 垂 直 并 且 过 BB' 的 中 
点 于 ,的 平面 ， 如 果 :与 rs 是 二 个 不 同 的 平面 , 则 所 求 的 轴 就 是 这 二 个 平面 
的 交 线 。 对 特殊 情况 r: =rs， 很 容易 找 出 所 求 的 轴 . 

39， 如果 二 个 旋转 的 钠 相 交 ,证 明 它 们 的 乘积 是 旋转 ， 

40， 一 只 右手 手套 在 反射 下 的 象 是 什么 ? 

41。 如 果 三 个 反射 的 反射 平面 互相 平行 , 试 求 它 们 的 乘积 . 

42， 将 一 个 正方 体 的 二 个 相对 的 面 都 划分 成 相等 的 四 小 块 。 其 中 一 个 
上 看 的 四 小 块 分 别 涂 上 红 (R), 白 (更)、 蓝 (8), 绿 (G) 四 种 颜色 。 在 正方 体 的 其 
余 四 个 面 上 涂 白色 。 如 果 将 另 一 个 面 的 四 小 块 1、2、3 、 4 分 别 涂 上 五 .G、 
呈 、W 四 种 颜色 (图 50)， 证明 此 时 这 个 涂 色 的 正方 体 只 有 一 个 非 平凡 的 对 


图 50 浴 色 士 方 体 


称 变 换 ， 以 正方 体 中 心 为 中 心 的 倒 反 。 对 以 下 1、2、3 、4 这 四 小 块 的 三 种 
涂 色 情况 , 试 讨论 此 涂 色 正方 体 的 对 称 性 ， 
(i) GBP 
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(ii RR.W.B.G; 

(iii) G.R.W.B,. 

43. 将 正方 形 涂 上 二 种 颜色 , 使 涂 色 后 的 正方 体 有 一 个 对 称 变换 是 四 附 
的 擅 旋 转 5, = 二 o0, 而 o 和 C. 都 不 是 对 称 变换 。 

44。 在 例 13 的 解答 中 , 曾 用 到 平移 T 可 写成 乘积 T,T, 这 一 结论 ,T, 是 
与 工 垂 直 的 平移 ,了 T, 是 与 平行 的 平移 。 试 用 一 个 草图 说 明 . 

45. 设 8.。=oC, 是 一 个 伪 施 转 ,其 中 C。 是 ~ 角 的 旋转 , 轴 是 工 ;o 是 
反射 , 它 的 反射 平面 与 工科 直 、 试 求 85, 的 周期 , 设 

(i) wn 是 偶数 ， 

(ii》% 是 奇数 

关于 等 距 变 换 的 进一步 讨论 可 参阅 : 

H. S$S. M. Coxeter, Introduction io Geometry, Wiley、 
1961. 
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第 七 章 群 


7.1 引 论 


我 们 现在 要 用 变换 的 代数 给 物体 或 图 形 的 对 称 性 作 一 个 简洁 
的 描述 ， 本 节 作 为 引 论 ,我 们 只 采用 二 维 的 例子 . 

一 个 图 形 的 对 称 性 由 其 对 称 变换 所 描述 ， 对 称 变换 也 就 是 这 
图 形 到 自身 的 一 个 等 距 变 换 , 使 得 变换 前 后 的 图 形 完全 重合 . 

设 多 是 一 个 给 定 的 图 形 (例如 一 个 等 边 三 角形 ) 的 所 有 对 称 变 
换 的 集合 ， 则 

(i) 多 中 任意 两 个 (不 一 定 互 不 相 辣 的 ) 变 换 的 乘 积 也 属于 

(ii) 便 等 变换 1 属于 多 ， 
(iii) 多 中 每 一 个 下 有 一 个 道 变换 (因为 了 是 等 距 变 换 ) , 它 仍 

然 属 于 多， 

乡 称 为 该 图 形 的 对 称 变换 倍 ， 从 下 面 给 出 的 群 的 抽象 定义 来 
着 ,采用 这 个 名 称 的 理由 是 显然 的 . 

定义 工 一 个 群 多 是 元 素 xz,y,z,*… 的 集合 以 及 一 个 运算 
( 它 可 以 是 乘法 、 加 法 或 其 他 什么 运算 ), 使 得 对 多 中 任意 的 xz,y 我 
们 都 能 作出 x。y ,满足 

(i) wey 是 唯一 定义 的 ,并 且 也 属于 多 ( 封 闲 性 公理 )， 

(ii) 多 有 一 个 恒 等 元 素 。, 使 得 对 多 中 所 有 的 > 有 

Woe 一 eco 几 一 风 ; 

(iii) 多 的 每 一 个 元 素 x 在 多 中 有 一 个 赣 元 素 , 亦 即 , 对 多 的 

每 一 个 x, 在 多 中 存在 一 个 y, 使 得 


TOoVY— Ye;, 
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(iv) 结合 律 成 立 ， 对 多 中 任意 的 5,y,?, 都 有 
(wo¥)°2= 2 (Yy°2). 

我 们 称 多 是 在 运算 。 下 的 一 个 群 ， 

如 果 多 只 有 有 限 个 元 素 , 则 称 为 有 限 群 . 群 多 中 元 素 的 个 数 


称 为 这 个 群 的 阶 , 记 作 | 多 |. 


我 们 看 到 ， 一 个 图 形 的 对 称 群 确实 是 在 取 变 换 乘 积 这 个 结合 


运算 下 的 一 个 群 。 还 有 群 的 其 他 许多 例子 。 让 我 们 暂时 离开 主题 
来 举 儿 个 例子 吧 . 


例 1 
所 有 非 零 有 理 数 了 (m 和 是 夫 0 的 整数 ) 的 集合 在 乘法 下 成 


为 -个 群 。 验 证 群 的 四 条 公理 如 下 ， 


(i) 封闭 性 :两 个 非 零 有 理 数 的 积 也 是 一 个 非 零 有 理 数 ， 
(ii) 恒 等 元 素 就 是 数 1. 

(ji) 一 的 逆 元 素 是 一 

(iv) 乘法 是 结合 的 . 

例 2 

所 有 有 理 数 的 集合 在 加 法 下 成 为 一 个 群 验 证 如 下 . 

(i) 封 闲 性 ， 两 个 有 理 数 的 和 也 是 有 理 数 . 

(ii) (在 加 法 下 的 ) 恒 等 元 素 就 是 数 0, 因 为 对 所 有 的 有 理 数 


7 十 0 一 0 十 7 一 了 。 
(iii) 7 的 (加 法 的 ) 逆 元 素 是 一 7 
(iv) 加 法 是 结合 的 ,对 任意 有 理 数 z,y，,z:, 总 有 
(Z+y) 十 5 一 和 TY 二 2)。 
例 3 
所 有 整数 0, 十 1, 土 2…… 的 集合 在 加 法 下 成 为 一 个 群 . 这 是 
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所 有 有 理 数 在 加 法 下 所 成 的 群 ( 例 2) 的 一 个 子 群 。 / 

一 般 地 说 , 群 乡 的 一 个 子 群 比 是 多 的 元 素 的 一 个 集合 , 它 在 
与 群 多 相 同 的 运算 -下 自己 成 为 一 个 群 。 我 们 记 作 姑 ? 三 多。 如 果 
好 是 多 的 一 个 子 群 而 并 不 含有 多 的 所 有 元 素 ， 则 是 乡 的 一 个 
真子 群 ( 记 作 多 CC 多 ). 

例 4 
设 将 是 一 个 向 量 空间 。 在 向 量 加 法 下 是 一 个 群 ! 这 里 恒 
等 元 素 是 零 向 量 ,v 的 逆 元 素 是 一 v。 

例 5 

复数 1, 一 1,i, 一 i 在 乘法 下 成 为 一 个 有 限 群 . 

一 个 有 限 群 的 元 素 合 成 的 方式 能 够 列 一 张 群 表 而 描述 出 来 . 
这 是 一 张 正 方形 的 表格 ， 它 的 行 与 列 分 别 用 群 的 不 同 元 素 标 明 . 
元 素 z。y 出 现在 以 开头 的 行 和 以 y 开头 的 列 的 交叉 处 ,如 下 面 
的 群 表 (i) 所 示 ， 
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(i) (ii) 
习惯 上 第 一 行 与 第 一 列 标 以 恒 等 元 素 e。 此 时 , 这 一 行 和 这 一 列 
只 是 简单 地 重复 所 标明 的 群 的 元 素 。 对 于 例 5， 完 整 的 群 表 由 
《ii) 给 出 ， 
从 一 个 群 表 容 易 验 证 封闭 性 公理 一 一 表 中 必须 只 含有 群 的 元 
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素 . 下 例 中 封闭 性 公理 就 不 成 立 了 ， 元素 ,5 与 c 在 下 表 所定 
” 义 的 运算 下 不 成 为 一 个 群 ， 


|abo 
albad 
blarcDb 
ci|1ebna 


一 个 群 表 中 每 一 行 和 每 一 列 含 有 群 的 每 个 元 素 一 次 并 且 只 有 
一 次 ， 
证 明 ”假设 由 zx 开头 的 一 行 含有 群 的 元 素 g 两 次 ， 则 存在 
群 的 互 不 相同 的 元 素 y 与 z, 使 得 
。 ew yw°*8, 
设 z-: 表示 x 的 逆 元 素 ， 我 们 有 


Z -io(zZoy) 一 -lo(Zoz)。 


(Xlor)oy= (xX 1o7%)o°2, 
因而 e*y=e.z, 即 y 王 2。 与 假设 和 矛盾 ,于 是 对 于 行 的 证 明 就 完成 
了 . 对 于 列 , 可 类 似 地 证 明 . 

群 的 元 素 的 逆 元 素 从 群 表 中 容易 读 出 ,为 了 求 z 的 逆 元 素 ， 
只 要 找到 以 y 开头 的 列 ， 使 它 包含 以 x 开头 的 行 的 恒 等 元 素 e. 
此 时 xz。y 二 e, 即 y 是 z 的 逆 元 素 . 

上 面 例 1 到 例 5 都 是 交换 群 。 亦 即 ,交换 律 

Zoy 一 y° 人 (对 所 有 ,yy) 
成 立 的 群 ， 下 面 是 一 个 非 交换 群 的 例子 。 

例 6 等 边 三 角形 的 对 称 变换 群 

我 们 在 6.1 节 表 5 中 列举 过 等 边 三 角形 的 对 称 变换 。 这 六 个 
变换 组 成 这 三 角形 的 对 称 变换 群 ， 群 的 元 素 是 

1， 人 恒 等 元 素 ， 


a 03 。 


R,， 关 于 中 心 递 时 针 方向 旋 转 Sm， 


R:， 关 于 中 心 着 时 针 方 向 旋转 3 mi 


S's 关于 L, 的 反射 (i=1,2,3). 
它 的 群 表 如 下 ， 


1 RI BR, SI, S2 Ss 


1 1 R, R, SS, Sa Ss 
Ri | RE R, 1 Ss S11 Ss 
R, | R, 1 Rd, Ss D1 
SiS 人 Sa 1 RR; 
S, 1S, Ss S11 R, 和 站 
Ss | Ss S11 SS, RR, 1 
我 们 来 验证 表 中 的 某 些 细节 。 我 们 知道 ， 
R,= Ri1, Ri=1. 
用 这 二 个 等 式 就 可 以 验证 表 的 左上 角 部 分 。 例 如 ， 
RR=(RI)R,= Ri=1 
以 及 
Ri=(R1i)’= Ri= BE, 
我 们 再 考虑 一 个 旋转 和 一 个 反射 的 乘积 ， 用 6.3 市 例 10 的 方 
法 ， 可 求 得 
RIS',= 5,, S1R1= 5S,. 
等 边 三 角形 的 对 称 变 换 群 不 是 交换 群 ， 显然 , 当 且 仅 当 一 个 
群 的 群 表 关 于 主 对 角 线 对 称 时 ,这 个 群 才 是 一 个 交换 群 . 
元 素 1, Ri 与 8; 组 成 上 面 这 个 群 的 一 个 子 群 . 匹 素 1 与 5S， 
也 起 如 此 .你 能 找 出 别 的 子 群 吗 ? 
由 于 等 边 三 角形 的 对 称 变换 群 的 六 个 元 素 都 可 以 表 成 两 个 元 
素 i 与 SI 以 及 它们 的 逆 元 素 的 乘积 ， 
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1= RRI!, R,= Ri, SS»= S11!, Ss= NI1R1, 
我 们 说 这 个 群 是 由 Ei 与 5 生成 和 的， 一般 地 ， 说 一 个 (有限 或 
无 限 ) 群 多 是 由 g1,g2,"…,g,,"… 生 成 的 , 即 儿 的 任意 元 素 都 可 
由 有 限 个 g; 及 其 逆 元 素 ( 人 允许 重复 ) 合 成 ， 群 的 元 素 g1,*…:,g,， 
… 称 为 多 的 生成 元 ， 把 这 个 定义 与 一 个 向 量 空间 的 生成 元 的 定 
义 作 比较 ,有 一 个 重要 的 不 同 点 ,在 一 个 向 量 空间 中 ,不 但 生成 元 
的 和 * 属 于 这 个 空间 ,而 且 它 们 的 纯 晤 倍 也 属于 这 个 空间 ， 由 单个 
元 素 生成 的 群 称 为 循环 群 . 

例 7 证 明正 方形 的 对 称 变换 群 由 两 个 元 素 生成 . 

提示 ， 证明 它 的 每 一 个 对 称 变换 都 可 表 成 有 限 个 旋转 与 反射 


的 乘积 , 其 中 的 旋转 角 是 3 村, 反射 的 直线 是 正方 形 一 边 的 中 垂 线 ， 


这 个 群 有 八 个 元 素 , 其 中 四 个 是 反射 . 

例 8 正 多 边 形 的 对 称 变换 群 ， 平 面 二 面体 群 ( 例 6 与 例 7 
的 推广 ). 

一 个 正 7 边 形 (%==8 的 情况 如 图 51 所 示 ) 有 旋转 对 称 ， 


C,， 关于 中 心 0 着 时 针 旋 转 <. 


OO ~ ~、/ 了 区 
a / 

— 
SC.(P) 


图 51 正八 边 形 的 对 称 交 换 群 


” 这 个 运算 是 向 量 的 加 法 。 
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Cu 生成 了 所 有 旋转 对 称 的 子 群 多。 这 个 群 是 % 阶 的 ， 其 不 “ 
同 的 元 素 是 Cir 二 0,1,2,"… ,7 一 1). 旋转 对 称 群 的 记号 安 。 起 
通用 的 .字母 儿 表 示 多 ,是 一 个 循环 群 。 这 个 多 边 形 还 有 反射 对 
称 

S， 关于 连接 0 点 与 多 边 形 一 个 顶点 的 直线 工 的 有 反 射 . 

整个 对 称 群 是 由 0 与 5 生成 的 。 它 是 2% 阶 的 群 ， 它 的 不 
同 元 素 为 


Or SO (7 一 0 1 -2 一 1) (1) 
元 素 SC; 是 反射 。 特别 ， SC, 是 关于 一 条 与 工交 成 二 角 的 
直线 工人 的 反射 . 
生成 元 C， 与 3 满足 关系 式 
S2=1, (0.)*=1, CC 一 SO1  ， (2) 


这 三 个 关系 式 足以 判别 这 些 生成 元 及 其 逆 元 素 的 任意 乘积 究竟 是 
群 里 的 哪个 元 素 了 ， 这 样 的 乘积 总 可 以 化 简 成 (1) 中 所 列 的 形式 
之 一 ， 由 于 这 个 原因 ， 关 系 式 (2) 称 为 这 个 群 的 定义 关系 式 . 
正 m 边 形 的 对 称 变换 群 经 常 被 称 为 二 面体 群 ， 记 成 儿 ,。 这 
个 术语 不 太 适当 ， 因 为 它 还 被 用 于 模 截 面 是 正 % 边 形 的 正 楼 柱 体 


I/ 


52 正六 棱柱 的 旋转 对 称 
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(n=6 的 情况 如 图 52 所 示 ) 的 旋转 对 称 的 群 ， 这 个 群 是 由 关 于 
一 条 nn 次 旋转 轴 的 旋转 C。 以 及 关于 一 条 2 次 旋转 轴 的 半 周 旋 
转 C2 所 生成 ， 如 果 我 们 考虑 一 个 无 限 洲 的 楼 往 ， 并 且 把 楼 柱 上 
的 点 当 作 平面 上 的 点 ， 则 上 述 平面 二 面体 群 和 三 维 二 面体 群 之 间 
的 类 似 之 处 就 成 为 十 分 明显 的 了 .关于 工 的 半 周 旋转 在 这 些 点 上 
的 作用 就 是 平面 上 关于 工 的 反射 的 作用 . 

以 后 我 们 还 将 看 到 ， 平 面 二 面体 群 夕 , 与 群 儿 ,,(8.5 市 的 例 
3 与 例 4 ) 之 间 所 具有 的 相似 之 处 ， 比 它 与 其 三 维 同 名 者 之 间 的 相 
似 性 更 强 ， 


练 习 


1. 以 下 各 例 中 哪些 是 群 ? 哪 些 是 循环 群 ? 
(i) 整数 0， 士 1， 土 2，……， 在 减法 下 ! 
(ii) 偶 整 数 0， 土 2?， 土 4，，:.:， 在 加 法 下 ; 
(iii) 偶 整 数 在 乘法 下 ， 
(iyv》 所 有 满足 z* 二 1 的 复数 的 集合 ， 在 乘法 下 。 (这 些 数 即 所 谓 八 次 单 
位 根 .) 
2. 证 明 在 由 与 0, 生成 的 二 面体 群 乡 ,。 中 ， 
(iD Ce 一 一 (CD 
(ii) (SC.) = S80C,. 
试 求 0% 与 SC 的 逆 元 素 的 类 似 表达 式 。 
3. 在 平面 二 面体 群 多 ，( 正 方形 的 对 称 变换 群 ) 中 ， 利用 定义 关系 式 
(2) 化 简 下 列 乘积 。 
(i) CC 
(ii) C2SC3， 
(iii) SCx9O49 ， 
在 下 列 的 练习 题 中 ， 群 是 用 乘法 写 出 的 , 亦 即 , 群 的 两 个 元 素 的 合成 a.6 
简 记 成 ab。 
4. 证 明 在 一 个 人 群 中 消去 律 成 立 ， 如 果 a、b5、g 都 是 群 的 元 素 ， 上 出 
ag =bg, 则 a =6, 
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5。 如果 a、5、c、d 与 g 都 是 群 多 的 元 素 ， 使 得 wagbh=c8a ,由 此 能 馈 
推出 a8 二 ca 吗 ? 

[提示 参考 练习 3 (i) 与 (ji).] 

证 明 如 果 多 是 交换 群 ， 则 可 以 消去 如 。 

6. 设 乡 是 一 个 图 形 的 对 称 变换 群 ， 下 面 各 例 中 哪些 构成 多 的 子 群 ? 

(iD 所有 旋转 对 称 的 集合 (注意 ， 伍 等 变换 看 成 平凡 的 旋转 )， 

(ii》 所 有 平 称 对 称 连同 恒 等 变 换 . 

(iii) 所 有 反射 对 称 连同 恒 竺 交换 ， 

(iv) 所 有 正 等 距 变 换 . 

(v) 所 有 反 等 距 变 换 。 | 

7， 群 的 元 素 g 的 阶 是 使 g" =e (人 恒 等 元 素 ) 的 最 小 正 整 数 %。 证 明 一 


个 有 限 群 的 所 有 元 素 都 是 有 限 阶 的 . 
[提示 ， 疙 虑 窜 g，g*，g*，，"*。 在 一 个 有 限 群 中 它们 不 可 能 都 是 互 
异 的 , ] 


8. 设 g 是 12 阶 的 群 元 素 ( 例 如 ， 立 的 旋转 ) .下 列 元 素 各 是 几 阶 的 ? 
(i) gy (ii) go (iii) ge (iv) g's (Vv) g'. 

试 推广 所 得 的 结论 ， 

9， 妈 和 .2 都 是 多 的 子 群 。22 和 .2 的 交 【〈 记 成 多 nz) 定义 为 
2- 与 96 的 所 有 公共 元 素 的 集合 。 证 明 好 mi 2 是 多 的 子 群 ， 

10、 作 出 正方 形 的 对 称 变换 群 力 , 的 滋 法 表 。 试 把 这 个 群 的 子 群 分 类 。 

11. 设 多 是 一 个 群 ， 它 的 恒 等 元 素 是 e。 “如果 os=e 并 且 下 =e， 则 
(ab5):==e* 这 一 断言 在 下 述 情况 下 正确 与 否 ? 

(i) 在 交换 群 乡 中 ， 

(ii》 在 所 有 的 群 多 中 ，。 

[提示 ， 考虑 二 面体 群 的 元 素 .] 

12、 找 出 一 个 韭 循环 的 交换 群 。 


现在 我 们 再 来 看 上 节 曾 介绍 过 的 二 个 群 ， 一 个 是 4, 它 是 绩 
0 点 旋转 所 的 整数 倍 角 的 旋转 的 群 ， 另 一 个 是 多 , 它 是 由 复数 1、 
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a 


一 1、i、 一 i 组 成 的 乘法 群 . 

多 由 i 生成 (也 可 由 一 i( 一 癌 ) 生 成 )。 和 群 多 的 不 同 元 素 是 ， 

i、12、 .23、 许 一 1 

群 多 4 的 不 同 元 采 走 

Cs、 Cf、 04、 C4= . 

将 多 与 4 比较 ， 发现 除了 记号 上 的 不 同 外 ,它们 显然 是 相同 
的 。 我们 称 它 们 古 同 构 的 ， 

一 般 来 说 ， 若 二 个 群 多 与 多 除了 记号 上 可 能 有 不 同 外 ， 它 
们 是 相同 的 ， 也 就 是 在 它们 的 元 素 之 间 可 找到 一 个 一 一 对 应 
8g <*> g ， 使 得 如 果 

ge—>g 与 he—>h’, 
就 有 
gh<e—>g’°h’, 
那 未 称 多 及 多 ' 同 构 ， 记 成 多 宇多 '。 保持 结构 的 一 一 对 应 称 为 
群 的 同 构 。 上 式 中 我 们 假设 多 的 运算 是 。， 人 名/ 的 运算 是 。。 这 
二 个 运算 可 以 是 不 同 的 ， 例 如 在 上 例 中 ， 一 个 是 复数 乘法 ， 一 个 
是 变换 的 乘法 . 

上 面 讨论 的 两 个 群 都 叫做 4 阶 循环 群 的 实现 或 模型 ， 当然， 
数字 士 1、 土 i 与 旋转 广 的 整数 倍 是 数学 中 的 完全 不 同 的 量 .但 是 
这 二 个 群 有 相同 的 群 的 结构 ， 

为 了 比较 不 同 群 的 群 的 结构 ， 采 用 只 反映 群 的 结构 性 质 而 不 
涉及 其 它 性 质 的 中 性 符号 来 抽象 地 写 出 群 所 包含 的 元 素 ， 是 一 个 
方便 方法 .我 们 可 以 把 4 阶 循环 群 抽象 地 记 成 

gpt{clet=e)”, 
读 成 “由 元 素 。 生成 的 群 ，c 满足 关系 式 c4=e.”(e 是 恒 等 


* 也 常 写成 多 = 二 {c|c* 二 e} 译 者 注 ， 
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因此 ,在 同 构 的 意义 下 只 有 一 个 n 阶 循环 群 , 可 记 成 ” 
gp{cle"=e},. : 

下 面 是 不 阶 循环 群 的 两 个 〈 同 构 的 ) 模型， 

(i) 旋转 < 秋 的 整数 倍 角 的 旋转 组 成 的 群 @。 

(ii) 复数 

el" 一 COS(2 nar7/n)+?i sin(2 xr/n) (FT 一 0，1， 1 一 工 ) 

的 乘法 群 ， 

因为 这 个 群 的 元 素 恰 是 方 

程 

2"=1] 
的 所 有 根 ， 所 以 这 个 群 也 叫做 
也 次 单位 根 群 ， 

复数 土 1, 土 ; 的 群 与 旋 
转 所 组 成 的 群 多 4 之 闻 的 同 构 
使 我 们 联想 起 众所周知 的 复数 

53” 阿 冈 德 图 的 几何 解释 . 

取 一 个 平面 直角 坐标 系 ， 用 水 平 轴 上 离 原 点 距离 为 b 的 点 来 
代表 实数 2, 也 可 等 价 地 用 这 点 的 位 置 向 量 来 代表 这 个 数 ( 图 53). 
现在 我 们 把 记 解释 成 “将 5 点 的 位 置 向 量 逆 时 针 施 转角 ”。 复 
数 a+bi 是 相 加 二 个 位 置 向 量 而 得 到 的 数 。 这 就 是 大 家 已 的 
悉 的 阿 风 德 图 。 上 面 说 明了 阿 冈 德 图 的 几何 意义 .显然 复数 i(a + 
ib) 由 阿 冈 德 图 中 的 a+bi 的 位 置 向 量 旋转 地 而 得 到 .一般 地 ， 


用 复数 e2"i* 相 乘 相当 于 作用 一 个 送 时 针 旋 转 二 开 的 旋转 ， 


1% 


。 ”在 这 里 我 们 采用 羔 法 记号 。 若 用 加 法 记号 , 可 写成 gpie1nc=0}。 一 般 地 讲 ， 
“o。" 这 个 记号 很 不 确切 。 
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13. 证 明 交 换 群 不 可 能 和 非 交 换 群 问 构 ， 

14. 证 明 二 个 不 同 阶 的 群 不 能 同 构 . 

15。 证明 由 绕 一 个 固定 轴 旋 转 -的 整数 倍 和 角 的 施 转 所 成 的 群 名。 与 " 
二 面体 群 多 ,不 同 构 。 此 例 说 明 二 个 阶 数 相同 的 群 不 一 定 同 构 . 

16. 设 多 与 多 ' 是 二 个 同 构 的 群 ， 它 的 同 构 是 保持 结构 的 一 一 对 应 
get>g'。 求 证， 

(i) eere', 这 里 6 与 e 分 别 是 多 与 多 ' 的 恒 等 元 ! 

(ii) 车 ge*g， 则 ge>(E 3 | 

(iii) 车 gog ， 则 ge>(g 7 对 一 切 整 数 y 成 立 , 并 且 元 素 8 与 g' 有 要 
同 的 阶 ， 

17. 验证 下 面 变换 的 集合 都 是 正方 形 的 对 称 变换 群 多 , 的 子 群 ， 

(ji) CC CT 

(ii) 心 .CSO 13 

(iii) SC SO CO 1 
证 明 其 中 有 二 个 是 互相 同 构 的 群 ,而 另 一 个 与 它们 不 同 构 。 


7.5 置换 


本 地 我 们 要 讨论 置换 。 我 们 将 看 到 , 置换 在 对 称 变换 群 的 理 
论 中 很 重要 ,在 行列 式 的 理论 中 也 很 重要 ， 
考虑 由 % 个 不 同 元素 组 成 的 一 个 集合 ,为 了 方便 ,将 这 些 元 素 
记 成 1.2、…"n。 如 果 zz 是 使 这 个 集合 中 的 每 个 元 素 对 应 于 这 个 
集合 中 的 一 个 元 素 的 一 一 变换 , 则 称 = 是 这 个 集合 的 一 个 置换 *， 
所 以 ,zz 把 1 映 到 91,2 上映 到 cs ,7 映 到 ao 使 alyaaz，… oa 是 
人 符号 1,2，…% 的 一 个 排列 .如 果 
rt) 一 (一 1,2， .7n) (3 


”x 是 置换 的 通用 符号 ,这 种 用 法 不 会 与 弧度 x 发 生 混 清 。 


es。 了 7 。 


旭 把 这 个 置换 记 成 
=( 2."。 Nn ) 
Tn 地 (4F 


Ql G2°* Ga 
下 面 一 行 中 的 每 个 元 迪 是 它 上 面 的 元 素 在 x 作用 下 的 人 象 ， 
例如 , 当 % 二 5 时 , 置换 


| ( 2 3 4 5 : | 6) 
党 一 | | 
3 5 1 4 2/ 


把 1 变 到 3，2 变 到 5 等 等 。 这 时 可 写 
7(1)=3, x(2)=5, x(3)=1, x(4)=4, wx(5)=2, 
我 们 也 可 把 这 个 置换 等 价 地 写成 


2 1 4 35 (5 4 1 3 2) 
(5 。4 1 2) 或 (2 1 ， 1 5) 等 等 


在 上 面 的 每 一 种 写法 中 ， 下 面 一 行 的 符号 都 是 它 顶 上 的 符号 在 
z 下 的 象 ， 每 个 置换 可 以 瞧 一 地 写成 标准 形 , 即 上 面 一 行 写成 递 
天 序列 1,2,3……。 而 有 时 将 置换 写成 非 标准 形 比较 方便 . 

n 个 符号 的 置换 称 为 n 阶 置换 .可 以 证 明 愉 有! =n(n—1). : 
(2 一 2)… 21 个 不 同 的 % 阶 牌 换 。 请 注意 


( 2 3 “) 
2 4 4 3 
不 是 置换 .这 个 变换 把 符号 2 与 3 都 变 成 4, 所 以 它 不 是 一 一 的 
变换 . 

重 换 的 乘积 

两 个 7% 阶 的 置换 zx 与 ra 的 乘积 定义 成 

NIN = (t=1,2,.**,%)., 《6 和 

乘积 rirs 的 作用 是 先 作 用 zz 后 作用 ri 。 例如 ， 


* 在 有 些 书 上 作用 的 先后 恰好 相反 。 
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( 2 3) ( 2 ) 
Nl == ， 2 一 ， 
2 3 1/ 7?\1 32 
:| 


1 2 31 2 3\ /1 2 3 
mm (, 3 1 3 2)-( 中 
在 求 胰 积 rirz 时 ,要 记 住 从 右 往 左 读 出 置换 。 所 以 ,1 在 rirz 下 
的 象征 2, 它 可 用 下 法 求 得 
1—>1-— >2, 
同样 可 以 求 得 


ty 好 1 Ts, 
2 一 3 一 >， 3 


可 以 看 出 


这 说 明 置 换 的 乘法 不 满足 交换 律 。 但 是 ,置换 的 乘法 确实 满足 结 
合 律 ， 
证 明 只 雪 把 6.2 节 定 理 1 中 作用 在 平面 的 点 上 的 变换 作成 


作用 在 符号 上 的 变换 即 可 。 
“ 恒 等 置 换 
恒 等 置 换 是 置换 
1 DOs。aop。。 加 
z ( 二 
我 们 将 把 恒 等 置换 记 成 1。 对 任意 的 置换 x， 显 然 有 17 二 x 1= 
逆 量 换 


置换 有 一 个 重要 的 性 质 ， 每 个 置换 都 有 逆 置 换 ， 


Dae: pe 


人 2。 ** nn 


) 的 逆 置 换 是 x! 一 (” ，”")- 


1 
重 换 "= 1 2 。。。 


这 是 因为 显然 有 ww 'xw=xx 二 1 
循环 
如 果 一 个 置换 作用 在 个 集合 上 的 方式 能 用 类 似 下 面 的 图 表 
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则 这 个 置换 称 为 循环 .图 中 表示 的 置换 可 以 简 记 成 (13425), 这 样 
写 时 ,每 个 符号 后 面 紧 接 的 是 它 的 象 ,而 最 后 一 个 符号 的 象 是 第 一 
个 符号 。 这 个 置换 还 可 以 写成 下 面 四 种 形式 (34251), (42513)， 
(25134) 或 (51342). 含有 % 个 符号 的 循环 叫做 长 度 是 % 的 循环 或 
n- 循环 . 
任意 一 个 置换 可 方便 地 写成 循环 的 记 法 . 例如 ,置换 
-人 (1 2 3 4 5 6 站 
6 7 5 4 1 3 .2 


x 将 1 变 到 6, 6 变 到 3, 3 变 到 5，5 变 到 ]. 所 以 循环 (1635) 是 x 
的 一 个 组 成 部 分 。 x 的 另 一 个 组 成 部 分 是 (27), 剩 下 的 符号 4 
在 x 下 不 变 。 显然 zx 可 以 写成 循环 的 蒋 积 x 二 (1635) (27)(4) 在 
(1635), (27), (4) 这 三 个 循环 中 ， 每 个 字母 最 多 只 出 现 一 次 ,这 
样 的 循环 称 为 不 相交 的 循环 . 不 难 证 明 任意 一 个 置换 可 以 写成 不 
相交 的 循环 的 乘积 . 
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企 把 一 个 置换 写成 循环 的 乘积 时 ,往往 省 略 长 度 是 1 的 循环 . 
所 有 涂 有 出 现 的 符号 应 理解 成 在 此 置换 下 固定 不 变 , 例 如 ,上 向 和 聊 
置换 可 写成 + 二 (1635)(27). 请 注意 (1635)(27) 二 (27)(1635). 
任意 两 个 不 相交 的 循环 在 相 乘 时 可 以 交换 。， 但 是 二 个 含有 相同 
符号 的 循环 ， 一 般 是 不 能 交换 的 。 例如 ，(123)(145) 一 (14523)， 
但 (145)(123)=(12345)。 在 求 上 面 的 乘积 时 ,要 记 住 我 们 曾 约定 . 
从 右 向 左 乘 ， 
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i18， 把 下 列 置换 用 循环 的 记号 表 出 ， 
(i ) /1 2 3 4 5 6 7 
(ia 1 7 2 86 二 
(ii) /2 4 1 6 7 5 
(, 1 2 7 5 67 
:19. 把 下 列 循 坏 写 成 不 相交 循环 的 乘积 ， 
(i) (123)(1476)(23)(C0)(C1 5)(1 4)(1 3)(1 2)» 
(iii) (10)(168)(1 04a). 

20. 证 明 循 环 (58.6,… 5,) 的 道 循 环 是 (5,………5.b.)。 

21， 设 wr,"""，X;: 是 思 黎 。 求 证 

[ Th) 一 TEL 
地 例 说 月: (rrs) :一 ri 这 个 式 子 是 错 的 。 

22. 求 练习 18 的 置换 的 逆 置 换 , 并 求 以 下 置换 的 逆 置 换 ， 
(i) (123)(145) CD (C23); GiD (14)(23)。 

23. 设 x=(1 2 3456), 求 x’,x* 等 等 ，x 的 周期 等 于 什么 ? 更 一 般 
地 , 试 找 出 一 个 %- 御 环 的 周期 . 

24。 设 x 如同 练习 23,， x ==(7 8 9 10), x*=(7 8 9)。 试 求 rr' 及 
xx* 的 周期 。 一 般 地 ,如 果 z 与 x' 是 不 相交 循环 , 而 且 周 期 分 别 是 m 及 %, 试 
求 zx' 的 周期 ， 

25. 设 x=(12),n’ =(1 3), 试 求 xz' 的 周期 并 与 练习 24 比较 ， 

26. 证 明 共 有 41(=24) 个 不 同 的 4 阶 置换 . 

27， 验证 置换 1,(1 2)(3 4),(1 3)(2 4),(1 4)(2 3) 组 成 一 个 


5 
3 
3 
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四 阶 交 换 群 。 这 个 交换 群 古 循环 群 吗 ? 


7.4 置换 在 对 称 变换 群 中 的 应 用 


一 个 图 形 的 对 称 变换 群 常常 可 以 方便 地 表示 成 由 置换 组 成 的 
群 、 淮 谍 正 方形 的 对 称 变换 群 ， 我 们 用 数字 1,2、3,4 来 代表 正方 
形 的 四 个 角 ( 图 54)。 如 果 对 称 变换 将 i 角 变 到 a; 角 , 那 末 我 们 用 
置换 


图 54 正方 形 的 对 称 变换 群 . 


来 表示 这 个 对 称 变换 ， 标 号 1、2、 3, 4 应 看 成 是 一 个 固定 的 参照 
系 ， 这 时 ， 描 述 正方 形 的 对 称 性 的 每 个 等 距 变换 都 可 以 表示 成 为 
一 个 4 阶 置 换 ， 并 且 二 个 对 称 变换 的 乘积 被 表示 成 对 应 的 置换 的 
乘积 . 

表 9 列举 了 正方 形 的 对 称 ， 
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对 称 变 换 置换 表示 (写成 循环 的 乘积 ) 
x (1234) 
1. C4， 绕 中 心 逆 时 针 旋 转 志 
2. 0O? (1 3)(2 4) 
3. 0 (1432) 
4. Ct 二 便 竺 变换 1 
5。 态 ,， 关于 工 | 的 反射 (1 2)(3 4) 
56、S:， 关 于 工 ; 的 反射 (1 4)(2 3) 
7. 念 :， 关 于 Zas 的 反射 (2 4) 
8. 必 ， 基 于 过, 的 反射 (1 3) 
正方 形 的 对 称 变 换 和 群 由 


C4 与 凡生 成 ， 如果 用 置换 
汐 语 言 讲 ， 它 由 (1 2 3 4 ) 与 
(12)(34) 生 成 .容易 验证 
对 称 变 痪 的 乘积 对 应 于 它们 所 
对 应 的 置换 的 乘积 .例如 ， 
C4 Si 一 人 与 相对 应 的 关系 式 
(1234)(12)(34)= 图 55 正四 面体 内 接 于 正方 体 
《1 3) 是 一 致 的 . 

四 面体 群 z 

由 面体 群 是 正四 面体 的 旋转 对 称 变 换 构 成 的 群 。 一 个 正四 面 
体 可 以 内 接 于 一 个 正方 体 ( 图 55)， 

把 这 个 正四 面体 的 四 个 顶点 标 上 1、2、3、4 这 四 个 符号 对 这 
个 图 定 的 参照 系 ， 四 面体 的 对 称 变换 可 以 表示 成 4 阶 置换 。 共 有 
41( 二 24) 个 4 阶 置换 ,其 中 一 半 表 示 旋 转 , 这 一 半 组 成 的 群 就 是 
所 谓 的 妈 面 体 群 。 这 是 12 阶 群 ， 它 由 以 下 两 个 旋转 生成 : 其 一 


是 关于 过 顶点 1 的 -- 根 三 次 轴 、 旋 转角 是 己 x 的 旋转 ， 它 对 应 于 
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省 换 (2 3 4 )， 其 二 是 半 周 旋转 ， 它 的 轴 是 过 正方 体 中 心 的 铅 垂 
方向 的 直线 , 它 对 应 于 置换 ( 1 2 )( 3 4 ). 

另外 的 12 个 置换 也 表示 此 正四 面体 的 对 称 变换 ,但 不 是 旋转 
对 称 ， 例 如 ,置换 (1 2 ) 表 示 一 个 反射 , 它 是 关于 过 3、4 二 点 的 铅 
垂 方向 平面 的 反射 ， 又 如 置换 (1 4 2 3 ) 表 示 伪 旋转 ouCi 它 是 


关于 过 正方 体 中 心 0 的 铝 垂 方向 轴 的 六 的 旋转 , 再 接 一 个 关于 过 


0 点 的 水 平平 面 的 反射 的 合成 。 如 果 忆 点 在 位 置 1 上 ，, P' 点 在 位 
置 4 上 , 则 显然 这 个 旋转 将 已 点 映 到 P' 点 ,同样 , 它 将 位 置 4 上 
的 点 @ 映 到 位 置 2 上 的 点 Q', 等 等 . 

正四 面体 的 完全 对 称 变换 群 有 24 个 元 素 ， 通常 记 成 .于 , 
如 上 所 见 , ,与 由 四 个 符号 的 所 有 置换 构成 的 群 同 构 。 12 个 旋 
转 对 称 成 为 > 的 子 群 > . 非 旋转 对 称 全 体 不 成 群 。 它们 既 不 
满足 封闭 性 公理 ， 其 中 又 没有 便 等 变换 。 四 面体 分 子 甲烷 (CH,) 
的 对 称 变换 群 是 你。 
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28. 把 下 面 图 形 的 对 称 变换 群 表示 成 置换 群 ， 
(i) 等 边 三 角形 ， 
(ii) 正太 边 形 (用 6 阶 置换 ). 

29， 如 图 56, 在 正方 体 的 顶点 处 标 上 1、2、.… 8。 证 明 旋转 对 称 CS ( 绕 、 
Oz 轴 按 图 所 指 方向 旋转 了 x) 可 表示 成 置换 ( 1 2 3 4 )( 5 6 7 8 )， 找 出 次 
转 对 称 C1 对 应 的 置换 ,证 明 乘积 C1C :是 绕 一 个 三 次 轴 的 旋转 ， 

30. 求 正方 体 的 旋转 对 称 变换 群 的 阶 . 

31. 写 出 四 面体 群 的 12 个 元 素 ， 

32. 用 图 55 中 的 符号 ， 试 确定 下 列 置 换 所 表示 的 对 称 变换 的 类 型 〈 旋 - 
转 , 反 射 或 伪 旋 转 )， 

(i) (C14 2); 
(ii) (1 3); 
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图 56 正方 体 的 旋转 对 称 


(iii) (2 4); 

(iv) (1 3)(2 4); 

(vy) (13 2 4); 

(vi) (1 2 3 4)., 

33. 多 于 一 个 变量 的 多 项 式 的 对 称 性 可 以 由 使 它 不 变 的 变量 的 置换 来 
肇 划 。 例如 ,将 ”及 x; 对 换 而 使 zx, 及 z, 固定 这 个 置换 使 多 项 式 zizs: 十 Yiz* 
十 xz2Ys 十 YaZi《 一 (Ti 十 Ta)(za 十 2)) 不 变 。 我 们 把 这 个 置换 写成 (1 2 ), 并 
且 称 它 是 这 个 多 项 式 的 对 称 变换 。 在 下 列 置换 中 ,哪些 是 这 个 多 项 式 的 对 底 
变换 ? 

i) (C12)(3 4); (i) (1 234); (ii (1 3 2 4); 

(iv) (34) (v) C13)(2 4)s (vi) (123)。 

证 明 表 示 对 称 变 换 的 所 有 置换 集合 构成 一 个 群 。 它 称 为 该 多 项 式 的 对 称 变 

34. 求 以 下 多 项 式 的 对 称 变换 群 ， 

(i) wx:—2 zz 十 Ti 
(ii) was 二 was 十 Ta 十 240l。 

35. 试 找 出 二 个 以 芋 的 xz 、 zz 及 xs 的 多 项 式 ， 和 使 它们 的 对 称 变 换 群 由 所 
有 的 3 阶 置换 构成 。 这 样 的 多 项 式 称 为 三 个 变量 的 对 称 多 项 式 。 它 包含 了 
所 有 可 能 的 对 称 。 它 们 的 对 称 变换 群 叫 做 三 阶 对 称 群 。 

36. 证 明正 方形 的 对 称 变换 群 与 多 项 式 (z, 十 xs)(xz 二 2) 的 对 称 变换 群 
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7.5 偶 置 换 与 奇 置 换 


本 书 我 们 进一步 讨论 置换 的 性 质 ， 它 在 行列 式 理 论 中 有 重要 
的 应 用 . 

一 个 2- 循 环 r= (7) 是 一 类 特别 简单 的 置换 。 这 种 置换 叫做 
对 换 。 它 把 i 变 到 7, 把 7 变 到 i, 而 使 没有 出 现 的 符号 保持 不 变 . 
请 注 痢 ,7 二 1,r= 二 zl 

现在 我 们 要 证 明 任 意 的 %- 循 环 可 以 写成 (2 一 1) 个 对 换 的 乘 
下， 我 们 可 以 直接 计算 下 面 (7) 式 的 右边 ， 来 证 明 (7) 式 成 立 ; 

(aiQ2 an) 一 (ai4a) (G103) (019,). (7) 

《7) 有 元 右 这 的 乘积 次 序 很 主要 ,我 们 是 从 在 癌 左 相生 ,所 以 
02102020GI> 03，03>01>04 等 等 . (7) 式 右 边 的 对 换 有 一 个 
公共 的 字母 a1, 所 以 相 乘 次 序 是 不 能 交换 的 . 

可 以 有 多 种 方法 把 一 个 %- 循 环 写 成 对 换 的 溢 积 。， 例 如 ， 
(13425)=(15)(12)(14)(1 3), 但 也 可 以 写成 
(13425)=(34251)=(31)(35)(32)(34)。 

并 且 各 种 写法 中 所 含有 的 置换 因子 的 个 数 也 可 以 不 等 。 比 如 ， 
(13425)=(15)(12)(13)(13)(14)(13) 是 六 个 
对 换 的 乘积 。 但 是 ， 我 们 立即 要 证 明 一 个 和 置换 不 可 能 既 能 与 成 偶 
数 个 对 换 的 乘积 又 能 号 成 奇数 个 对 换 的 乘积 . 

因为 每 个 置换 都 能 写成 循环 的 乘积 ， 所 以 我 们 得 到 直面 的 重 


定理 工 每 个 置换 都 能 写成 对 换 的 乘积 。 
例 9 把 置换 
1 2 3 4 5 6 7 
人 6 2 5 4 | ) 
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区 将 r 写成 循环 的 莱 积 x=(1 7)(2 3 6 4)， 用 (7) 式 ， 
得 x 二 (17)(2 4)(2 6)(2 3)., 

例 10 x 如同 例 9 所 设 , 把 x-! 写成 对 换 的 乘积 . 

由 6.2 节 公 式 (6.8), zx!=(2 3)-1(2 6)-1(2 4)-1C1 7)71. 
而 于 对 换 的 逆 是 自身 ,所 以 ww ! 一 (2 3)(2 6)(2 4)(17). 

一 般 来 说 ,如果 一 个 置换 写成 对 换 乘 积 是 


X=TiT2 "Tm, (8) 
则 它 的 逆 置换 可 以 写成 
一 TmZ271。 《9) 
定义 开 根据 一 个 置换 写成 偶数 个 或 奇数 个 对 换 的 乘积 , 称 
这 个 置换 是 个 置换 或 奇 置换 ， 


可 以 设想 一 个 置换 既是 偶 置 换 又 是 奇 置 换 ， 例 如 ， 例 9 中 的 
偶 置 换 为 什么 不 能 号 成 五 个 对 换 的 乘积 呢 ? 下 面 的 定理 排除 了 这 
种 可 能 性 ， 

定理 I 任何 一 个 置换 不 可 能 既是 偶 置 换 又 是 奇 置换 . 

证 明 设 作 用 在 %* 个 符号 1.2、.……n 上 的 置换 x 可 以 同时 写 
成 偶数 个 对 换 的 乘积 及 奇数 个 对 换 的 乘积 . 由 (8),(9) 二 式 ，r- 
也 有 同样 的 性 质 , 所 以 恒 等 变 换 ( 二 zx-!) 可 以 写成 奇数 个 对 换 的 
乘积 . 

考察 对 换 tz 二 (ij) 在 下 面 多 项 式 上 的 作用 
DPCZ1 00) 一 (1 一 03)(CZI 一 2083)0Z1 一 04) (Wt) 

X(Z2 一 X3)(Z2 一 4)，。 “(Z2 一 Zn) | 
(10) 


太 《Z3 一 24) (TOT) 


X (Zi 1 一 2n) 
可 以 证 明 r 不 是 这 个 多 项 式 的 对 称 变换 ( 见 7.4 节 练习 33), 它 将 
pz za) 变 戌 一 DB(zt za)。 所 以 有 个 对 换 的 乘积 将 p(zi 
zu) 变 成 (一 1)*2 (zi …,za)， 但 便 等 变 换 使 这 个 多 项 式 不 变 , 所 
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以 恒 等 变 换 不 能 写成 奇数 个 对 换 的 钱 积 。 与 上 上段 了 矛盾 ,定理 证 毕 . 
多 项 式 (10) 称 为 xz1,"… ,x 的 交错 多 项 式 ， 
例 11 验证 对 换 (2 3) 使 zi\zz、 zs 的 交错 多 项 式 乘 上 一 个 
负 号 ， 
解 把 p(T Wo WI) = 一 X(T 一 va) (7 一 v3) 中 的 X; 及 
Xs 对 换 , 那 末 可 以 得 到 (zj 一 x3)(z1 一 X22)(Xxs 一 20), 它 等 于 一 p(x1， 
X21, Xa), 
n 是 奇数 时 ,nn- 循 坏 是 偶 置 换 ; "是 偶数 时 ,nm -循环 是 奇 署 换 . 
置换 的 乘法 显然 满足 下 面 的 法 则 ， 
偶 x 偶 = 奇 x 奇 二 偶 ， 
偶 x 奇 二 奇 x 侦 二 奇 。 
于 是 我 们 由 置换 (132579)(468) 是 奇 置换 与 偶 置换 的 乘积 ,立即 知 
道 这 是 一 个 奇 置换 ， z 
恒 等 置换 是 偶 置 换 , 它 可 以 写成 二 个 对 换 的 乘积 (12)(12). 
一 个 置换 群 中 的 所 有 偶 置 换 的 集合 是 一 个 子 群 ， 例如, 正四 
面体 的 完全 对 称 变 换 群 7", 作为 一 个 4 阶 和 置换 的 群 ， 有 一 个 侦 置 
换 全 体 组 成 的 子 群 一 一 四 面体 群 ( 见 7.4 池 ) 


练 习 
37. 王 面 二 个 置换 脚 个 是 奇 置 换 ,哪个 是 偶 置 换 ? 


1 
(i) (, 
1 
(i) (, 1 4 
38. 证 明 任意 的 %- 阶 置换 可 以 写成 (12),(13),……(1%) 中 的 一 些 对 换 
的 乘积 。 这 就 证 明了 所 有 % 阶 置 换 的 群 由 (12),《13),……(1 %) 生 成 . 
9. 证 明 在 置换 群 里 ,所 有 偶 妖 换 的 集合 是 一 个 子 群 。 所 有 奇 器 换 的 集 
合 是 子 群 吗 ? 试 用 等 边 三 角形 以 及 正方 形 的 对 你 变换 群 来 说 明 。 
40. 验证 任意 对 换 把 交错 多 项 式 PAX， Yay) 灾 成 一 DD(Y 14,7， 


3 5 
7 4 
3 5 


人 和 

人 
tS = 
a 
二 


下 


[| 
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工 ,) , 求 诈 这 个 交错 多 项 式 的 对 称 变换 群 由 所 有 《4 阶 贷 党 换 组 成 这 -个 梯 称 
为 4 阶 交错 群 ， 


7.6 群 的 直 积 


设 多 有 二 个 子 群 丝 与 7 使 

(i) 多 由 好 与 .YY 的 元 素 生 成 ， 

(ii) 2 的 每 个 元 素 与 .2 的 每 个 元 素 可 以 交换 , 即 

hk=kh 
对 .22 中 的 任意 元 素 h 及 2 中 的 任意 元 素 有 成立， 
《iii) 多 与 .2 仅 有 一 个 公共 元 素 一 一 恒 等 元 素 e, 即 
NN =g ple)}, 

则 称 多 是 2 与 2 的 直 积 *, 记 成 多 = x of . 直 积 是 讨论 群 
的 性 质 以 及 讨论 群 的 分 类 的 一 个 重要 工具 . 我 们 在 下 一 章 还 要 讨 . 
论 群 的 直 积 . 

下 面 我 们 要 举 二 个 不 是 直 积 的 例子 ,以 消除 可 能 产生 的 误解 . 

例 12 

设 多 =gptcjlcl2 一 e}， 多 是 12 阶 循环 群 (你 可 以 把 这 个 群 
看 成 是 由 旋转 于 的 倍数 角 的 旋转 组 成 的 群 ). 令 & 是 由 c? 生成 
的 子 群 ,.2f 是 由 oa 生成 的 子 千 w 因为 c=- (cs)(c2)-1， 所 以 or= 
(c3)7(c2) -这 里 co 在 .22 中 ,e 2 在 2 中 可 见 多 由 2 与 2 
的 元 素 生 成 .2 中 的 每 个 元 素 与 .2 带 的 每 个 元 素 可 交换 ; 但 乡 
不 是 & 与 .% 的 直 积 ,因为 & 与 .2 的 公共 元 素 除 了 e 外 ,还 
有 c5 这 个 元 素 , 条 件 ( 证 ) 不 满足 . 

如 果 红 取 成 由 c* 生成 的 群 , 则 多 三 双 x XX， 


*” 在 轴 却 法 记号 时 ， 我 们 要 求 对 所 有 的 ,RR 有 办 + 天 一 R+N。 此 时 ， 多 也 做 全 
与 % 的 直 和 , 记 成 多 = 好 + .2 一 一 原 注 。 
现在 通常 写成 多 = 区 四 一 一 译 者 注 。 
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例 13 

设 多 是 等 边 三 角形 的 对 称 变换 群 ， 2 是 旋转 对 称 组 成 的 子 
群 , 它 由 Cs 生成 !.22 是 由 反射 8 生成 的 子 群 。 

多 由 2 与 2 的 元 素 生 成 ， 而 且 22 几 .2t 中 只 有 一 个 恒 等 
元 素 。 但 是 ,多 不 全 全 与 9% 的 直 积 ， 因为 如 由 的 元 村 Cs 90 
中 的 元 素 3 不 可 交换 ， 

例 14 

直 积 2 x 5 中 ,如 或 .YY 可 以 是 非 交 换 群 。 直 积 的 条件 
(证) 与 上 6 (或 9 ) 中 的 二 个 元 素 不 交换 是 不 矛盾 的 ， 

定理 II : 设 多 = 如 x 则 

(a) 多 的 每 个 元 素 & 电 可 以 唯一 写成 8 = hk， 使 有 属于 如 ， 
k 入 于 ， 

(b) Ig1=1& ol. 

证 明 (a) 首 先 我 们 要 证 明 儿 的 每 个 元 素 g 可 以 写成 hk 的 形 
式 ,h 在 中 ,k 在 .9 中 ， 由 将 积 的 条 件 (i),g 可 以 写成 有 限 个 
22 中 的 元 素 jj 及 .2 中 的 元 素 Ri,… ,的 乘积 。 由 条 件 
(ii) ,在 畏 , 后 面 的 任意 元 素 h, 可 以 移 到 上 ,的 前 面 ,而 不 改变 乘积 
的 结果 ， 例 如 ,者 8g 二 hikRihsak2hs, 则 了 世 有 = 二 (hihshs) (Rik2). 
经 过 数 次 交换 位 置 ,g 显然 可 以 写成 hk 的 形式 .。 

为 证 明 唯一 性 , 设 ghk 并 且 g= 有 ki， 这 里 有 ,hi 是 如 
中 的 元 案 ,k,k 是 中 的 元 素 . 则 
hi 1(hR)R I= hi 1(hiki)k-! 

所 以 | 
hlh= Rik-!. z z 
上 式 左 边 是 比 中 的 元 素 , 右 边 是 .9 中 的 元 素 。 所 以 两 边 都 属于 
2 六 9 由 直 积 的 条 件 (iii)， 
hih=e=kk!. 
于 是 =h1, 上 = 二;， 这 就 证 明了 & 的 表达 式 的 唯一 性 ， 
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证 明 (b) 在 乘积 hk 中 ,h 有 | 比 | 种 可 能 ,k 有 |.26 1 种 可 能 ， 
天 以 共有 | 多 | 1 | 个 这 样 的 乘积 。 由 证 明 (a), 这 些 乘 积 取 过 多 
网 所 有 元 素 , 而 且 它 们 都 不 相同 这 就 证 明了 关于 多 的 阶 的 公 
式 . 

例 15 

在 例 12 中 ,YY 是 4 阶 和 的 ， 弓 是 3 阶 和 的， 多 = 二 红 xOV 是 3x 
4 二 12 阶 的 群 ， 


练习 


41. 证 明 循 环 群 0 阶 循环 子 群 与 一 个 
3 境 人 循环 子 群 的 直 积 。 
”4 和 2. 一 个 12 阶 循环 群 能 写成 一 个 2 阶 于 群 与 一 个 6 阶 子 群 的 直 积 玛 1 
43. 验证 四 面体 群 :> 由 代表 旋转 的 两 个 置换 (234) 与 (12)(34) 生成 ( 参 
铬 图 55 所 标的 数字 )。 令 绽 与 5 分 别 是 由 (234) 及 (12)(34) 生 成 的 .2 的 子 
和 群 。 求 证 多 的 元 素 不 一 定 都 能 写成 hk 的 形式 ， 使 在 中 ,在 .2 中 . 


第 八 章 ” 对 称 变换 群 


8.1 平面 对 称 变换 群 


我 们 现在 要 讨论 平面 上 重复 图 案 的 对 称 变换 群 ， 即 平面 对 称 
”变换 群 ， 这 种 群 也 叫做 二 维 空间 群 . 它们 在 晶体 学 中 有 重要 意 
义 ， 晶 体 由 原子 的 有 规则 的 三 维 排列 组 成 . 所 以 ， 用 任意 平面 去 
截 晶体 或 作 唱 体 的 投影 都 得 到 平面 上 重复 图 案 ， 这 些 图 案 可 以 近 
似 看 成 是 无 限 延 伸 的 . 

我 们 先 看 几 个 平面 对 称 变换 群 的 例子 .假定 我 们 讨论 的 图 案 
复 盖 整个 平面 ， 我 们 这 里 只 讨论 这 种 图 案 的 对 称 变换 群 . 

我 们 讨论 的 图 案 有 一 个 共同 点 ， 它 们 都 含有 一 个 图 案 单元 ， 


这 个 图 案 单 元 以 某 种 规律 在 平面 上 重复 出 现 . 为 了 说 明 图 案 单元 


”如 何 重 复 ， 我 们 要 考察 这 个 图 案 的 对 称 变换 群 的 平移 与 滑 移 反射 


”所 生成 的 子 群 . 我 们 首先 讨论 平移 及 清 移 反射 旋转 对 称 与 反射 


”对 称 可 以 很 简单 地 用 旋转 的 中 心 及 反射 的 轴 来 表示 .与 对 称 变换 


群 的 滑 移 反射 轴 一 样 ， 这 些 中 心 与 轴 也 随 着 图 案 单元 的 重复 而 有 
规律 地 重复 . 

平移 与 滑 移 反射 

图 57 中 所 有 的 图 案 的 平移 对 称 所 成 的 (交换 ) 子 群 由 二 个 平 
移 生 成 ， 这 二 个 平移 由 图 57 中 的 二 个 位 置 向 量 aai 决定 ,分 噶 
记 为 T,,Ti， 

图 57 (1) 的 图 案 单元 显然 可 以 取 成 一 个 平行 四 边 形 。 在 艾 
案 的 对 称 变换 群 中 的 平移 作用 下 ， 这 个 图 案 单元 布 满 整个 平面 . 
57(2) 是 它 的 一 个 特例 ,此 时 ,图 案 单 元 是 一 个 矩形 . 

图 57(3 a) 及 (3b) 的 图 案 单元 是 一 个 六 边 形 。 请 注意 Ts 及 
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-图 57 图 案 的 一 些 例子 


7s 把 一 个 图 案 单 元 移 到 与 它 相 邻 的 二 个 单元 上 .可 以 分 别 通 过 
平移 pm5174,755(73)-52s(73)-! 使 图 案 单 元 移 到 其 余 四 个 相 邻 
单元 上 上。 这 四 个 平移 分 别 由 位 置 向 量 as 一 aa, 一 aa, 一 as,as 一 as 
决定 ， 
对 图 57 (4 a) 及 (4 b), 我 们 自然 地 把 某 一 块 砖 作为 图 案 单 
元 。 仅 仅 通 过 平移 的 作用 ,单独 一 块 夸 不 能 布 满 整个 (无 限 ) 图 案 ， 
每 二 层 中 有 一 层 要 漏 掉 。 如果 一 个 图 案 的 对 称 变换 群 中 含有 基本 
滑 移 反 射 ， 即 一 个 不 能 写成 这 个 图 案 的 平移 对 称 变换 与 反射 对 称 
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变换 的 乘积 的 滑 移 反射 , 那 末 它 都 共有 这 种 特性 这 里 了 4 一 
(G4 .其 中 G4 是 基本 滑 移 反射 对 称 变换 , 它 由 一 个 关于 三 的 反射 


UR -个 地 的 平移 组 成 . 单独 一 . 块 砖 在 7, 及 Gs 的 科 积 的 作 


用 下 布 满 整个 图 案 。 请 注意 ,元 素 71G4 是 关于 平行 于 的 轴 的 
一 些 滑 移 反射 。 每 块 砖 上 有 二 根 这 样 的 轴 通 过 . 
图 57(5) 的 对 称 变换 群 含有 水 平方 向 与 铅 垂 方向 的 基本 滑 移 


肥 射 . ( 它 也 包含 与 水 平成 + 至 方 向 的 基本 请 移 反射 这 些 基本 消 


移 反射 与 旋转 艺 的 对 称 有 关 , 见 练习 7) T= (G6)?， 74= 65) 


这 里 Gs 及 Gs 分 别 是 关于 轴 上 及 轴 工 ' 的 基本 滑 移 反射 。 在 G5 与 
G5; 的 乘积 的 作用 下 , 图 案 单 元 纪 * 布 满 整个 无 限 的 图 案 . 
旋转 与 反射 
接着 我 们 来 讨论 上 面 各 个 图 案 的 旋转 对 称 与 反射 对 称 。 图 58 


上 夯 出 了 一 些 旋转 对 称 与 反射 对 称 ， 前面 我 们 已 经 讲 过 ,< 的 放 
转 对 称 的 中 心 是 次 中 心 。 在 图 58 中 ,小 透镜 〇 代表 一 个 2 次 中 
心 〈 即 半 周 旋转 的 中 心 ) ,三 角形 A .正方 形 口 ,六 边 形 口 分 别 代表 
三 次 ,四 次 .六 次 中 心 .本 例 没有 其 他 类 型 的 % 次 中 心 .只 要 画册 一 
个 图 案 单元 的 旋转 对 称 的 中 心 以 及 反射 对 称 的 轴 (用 虚线 ) 就 够 
了 。 在 整个 图 案 中 ,这 些 对 称 变换 有 规律 地 重复 出 现 . 

在 图 案 (1) 中 , 平行 四 边 形状 的 图 案 单元 的 中 心 , 每 个 顶点 及 
每 边 中 点 都 是 2 次 中 心 ( 即 半 周 旋转 中 心 ). : 

在 图 案 (3b) 中 , 六 角形 状 的 图 案 单元 的 中 心 是 6 次 中 心 ， 各 
个 顶点 是 3 次 中 心 。 这 个 图 案 还 有 一 些 2 次 中 心 . 但 在 图 案 (3 4) 
中 ,因为 有 二 种 类 型 的 原子 ,所 以 比 图 案 (3 b) 少 一 些 对 称 ， 并 上 甩 ， 
把 硼 原 子 变 成 氮 原 子 的 旋转 与 反射 不 是 这 个 图 案 的 对 称 变 换 ， 
演 起 六 边 形 的 中 心 仅 是 一 个 3 次 中 心 。 剩 下 几 个 图 案 的 旋转 对 称 
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58 ”图 案 的 反射 对 称 与 旋转 对 称 


与 反射 对 称 就 不 用 再 作 任何 解释 了 . 

可 以 再 画 一 张 表明 这 个 图 案 的 基本 滑 移 反 射 的 图 ， 与 上 面 表 
明 旋转 对 称 及 反射 对 称 的 图 一 起 可 以 说 明 这 个 图 案 的 对 称 变换 群 
中 的 全 部 元 素 . 一般 可 用 观察 法 来 画 出 基本 滑 移 反 射 的 轴 ( 见 练 
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人 习 6 与 7 )， 


-> 最 后 ， 我 们 指出 图 案 单 元 的 选择 方法 不 是 
\、 -唯一 的 、 例如 ,图 咒 . 曾 出 了 图 案 (5) -的 另 一 种 .  . 


~ 选择 图 案 单元 的 方法 。 如 果 我 们 把 图 案 旋 转 。 


向 59 图 家 5 的 另 ”45” 角 ， 那 来 自然 会 用 图 59. 作 为 它 的 图 案 单 。 ” 


一 种 图 案 单 元 元 ， 


练 习 


1. 验证 图 案 4a 及 4b 的 对 称 变换 群 的 元 素 TIG; 是 基本 滑 移 反射 。 画 
出 这 些 滑 移 反 射 的 轴 . 
2， 验 证 GT 二 Ti1G4 与 GiT1 二 Ti'C;、 描 述 基本 沸 移 反 射 (G,)*， 
3， 画 出 哥 案 5 的 所 有 水 平滑 移 轴 及 铅 垂 请 移 轴 .、 把 关于 这 些 轴 的 滑 移 
反射 写成 C。 及 Gi 的 乘积 . 
4. 求证 G,G; 是 半 周 旋转 ，。 画 出 这 个 灶 周 旋转 的 中 心 。 
5. 一 个 平面 图 案 如 果 有 二 个 滑 移 反射 ,它们 的 轴 互 相 垂 直 , 那 来 它 也 有 
旋转 对 称 ， 
[提示 ， 用 练习 4.] 
如 果 这 二 根 轴 任 意 相交 ,结论 还 成 立 吗 ? 
6. 分 别 就 以 下 两 种 情况 求 一 个 滑 移 反射 与 一 个 半 周 旋转 的 乘积 ， 
(i) 半 周 旋转 中 心 在 请 移 反射 的 轴 上 :， 
(ii) 半 周 旋转 中 心 不 在 混 滩 反射 的 钵 上 ， 
(图 57 的 图 案 4 是 情况 人 图 案 5 是 情况 (ii)) 


7， 证 明 一 个 子 角 的 旋转 与 一 个 关于 水 平 轴 的 滑 移 反射 的 乘 可 是 滑 移 反 


对 , 它 的 轴 与 水 平 轴 成 二 角 . 
(图 57 中 的 图 案 5 是 本 是 的 一 例 ) : 
8 验证 六 边 形 图 案 〈3 b) 的 对 称 变换 群 包含 一 个 滑 移 反射 ， 它 是 一 a 


移 平 移 以 及 关于 轴 上 的 反射 的 鲍 积 , 工 是 平分 六 边 形 相 邻 二 边 的 水 平方 向 的 
直线 (图 60)。 这 个 滑 移 反射 不 是 基本 滑 移 反 射 ， 试 证 明 它 可 以 写成 乘积 
TsS ,使 T, 是 as 决定 的 平移 ,S 是 关于 直线 C 的 反射 ,直线 C 过 六 边 形 的 
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中 心 。 


图 60 关于 加工 的 滑 移 反 射 


9， 一 个 图 案 的 所 有 平移 ， 滑 移 反 射 与 恒 等 变换 的 集合 是 不 是 这 个 图 案 
的 对 称 变换 群 的 子 群 ? 

10. 证 明 图 57 的 图 案 (1) 的 对 称 变换 群 由 平移 了 , 及 Ti 生成 .并 证 明 
图 案 (2) 的 对 称 变换 群 由 T,、7T; 及 二 个 反射 生成 一 一 关于 过 图 案 单元 中 心 0 
的 水 平 直 线 与 铅 垂 直线 的 反射 SS 与 如。 

[提示 :， 一 个 对 称 变换 (等 距 变 换 ) 由 图 案 单 元 及 其 象 完全 确定 .对 0 点 所 
在 的 图 案 单元 使 用 5,,S,,T,,T: 这 四 个 变换 的 乘积 , 便 可 知道 这 个 图 案 单元 
可 以 通过 对 称 变换 映 到 任意 一 个 图 案 单元 。 同 理 可 证 ,图 57 的 其 余 几 个 图 
案 的 对 称 变换 群 至 多 由 4 个 生成 元 生成 . ] 


8.2 点 阵 


设 多 是 某 个 平面 图 和 案 的 对 称 变换 群 . 在 这 个 平面 图 案 的 图 
案 单 元 中 任 取 一 点 。 在 多 中 的 平移 及 滑 移 反射 的 作用 下 , 这 个 点 
的 像 散布 在 整个 平面 上 . 这 样 得 到 的 点 与 图 案 单元 一 一 对 应 .这 
些 点 的 全 体 所 成 的 点 集 本 身 也 是 一 个 无 限 的 平面 图 案 ， 有 时 我 们 
可 能 选择 单元 代表 点 ， 不 仅 使 多 中 的 平移 与 滑 移 反射 是 所 得 到 的 
点 集 的 对 称 变换 ， 而 且 使 多 中 的 旋转 以 及 反射 也 是 这 一 点 集 的 对 
称 变换 。 我们 就 用 前 一 节 的 例子 来 说 明 这 种 可 能 性 (图 61). 

在 图 61 中 ， 每 种 图 案 的 单元 代表 点 组 成 的 点 集 是 一 个 点 阵 . 
在 晶体 学 里 ,点 阵 是 指点 的 一 种 排列 方式 ,这 种 排列 方式 使 每 个 点 
_ 葛 周围 情况 都 相同 。 这 里 我 们 讨论 平面 点 阵 。 而 车 要 对 晶体 的 内 
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在 结构 作 完整 的 描述 , 则 空间 点 阵 起 着 重要 的 作用 。 


3. 六 边 形 点 阵 
和 
。 < | > -十 < 二 > 
于 一 中 吓 
4 芮 形 点 阵 5 正方 形 点 降 


图 61 五 类 平面 点 阵 


上 图 的 点 阵 ( 2 )，(3)，(4)，(5 ) 都 是 点 阵 ( 1 ) 的 特例 . 
在 一 般 点 阵 中 ， 一 个 基本 平行 四 边 形 (虚线 所 示 ) 的 边 之 间 、 角 之 
词 都 没有 任何 特殊 关系 . 

请 注意 在 图 57 的 图 案 ( 4a) 中 ,由 砖 的 中 心 点 所 成 的 点 集 不 
是 一 个 点 阵 ， 然 而 ,如 果 我 们 在 某 个 水 平反 射 轴 上 取 单 元 代表 点 ， 
并 使 这 一 点 与 一 个 滑 移 反射 轴 的 距离 为 砖 长 的 四 分 之 一 ， 则 我 们 
得 到 一 个 凌 形 点 阵 ， 如 点 阵 ( 4 ) 所 示 。 如 果 一 个 图 案 的 对 称 变换 
群 包含 基本 滑 移 反射 ， 则 我 们 总 可 以 找到 这 个 图 案 的 一 个 凌 形 点 
际 ， 
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我 们 还 要 着 重 指出 ， 一 个 图 案 的 对 称 变换 群 一 定 是 这 个 图 案 
的 点 阵 的 对 称 变换 群 的 一 
个 子 群 。 但是， 有 些 特 殊 
的 图 案 的 点 阵 的 选取 不 是 
唯一 的 。 对 图 案 ( 4 a), 右 
图 的 矩形 点 隆 可 以 代 禁 图 
61 的 萎 形 点 阵 . 图 62 图案 4 a 的 矩形 点 阵 

一 个 图 案 的 点 阵 可 以 看 成 是 一 个 骨架 ， 图 案 建 立 在 这 个 骨架 
上 。 构造 图 案 的 过 程 往往 会 减少 对 称 . 但 是 图 案 (1),(2),(3b) 及 
(4b) 的 对 称 变 换 群 等 于 它 的 点 阵 的 对 称 变换 群 ， 

值得 注意 的 是 只 可 能 有 余 61 中 醒 出 的 五 类 点 阵 . 这 个 结论 使 
人 人 大吃一惊， 难道 正 五 边 形 的 重复 图 案 的 点 阵 不 是 第 六 种 点 阵 
吗 ? 如 果 你 怀疑 这 一 点 ， 建 议 你 动手 去 画 一 张 正 五 边 形 的 平面 图 
案 "。 在 下 面 一 节 中 ， 我 们 将 要 证 明 平 面 上 的 一 个 重复 图 案 的 旋 


转 对 称 只 可 能 是 旋转 互 或 过 的 倍数 角 。 利 用 这 个 晶体 学 关于 旋转 
对 称 的 制约 ， 不 难 证 明 只 可 能 有 五 类 平面 点 阵 。 


- 练 习 


11， 画 出 图 案 ( 4 a) 的 各 块 砖 的 中 心 ， 验 证 它们 不 是 点 阵 。 
12。 画 一 个 由 点 构成 的 图 案 ， 使 这 图 染 是 一 个 菱形 点 阵 。 验证 这 个 点 
阵 的 对 称 变换 群 包含 许多 基本 滑 移 反射 ,它们 的 轴 是 一 组 互相 垂直 的 直线 . 

13. 试 说 明 一 个 芙 形 点 阵 可 以 看 成 一 个 带 中 心 的 矩形 点 隆 ， 即 一 个 甜 
形 点 阵 连同 各 个 短 形 的 中 心 所 构成 的 图 形 . 


8.3 量 体 学 中 关于 旋转 对 称 的 制约 
对 不 同 的 平面 对 称 变换 群 进行 分 类 本 来 是 一 件 艰 难 的 工作 ， 


*” 事实 上 正 玉 过 形 不 可 能 布 满 改 个 平面 ， 因 此 没有 点 阵 一 一 译 者 注 ， 
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但 由 于 下 面 的 定理 ， 这 个 工作 就 比较 容易 一 些 了 . 这 个 定理 对 可 
能 出 现 于 这 些 群 中 的 旋转 对 称 加 上 一 个 很 强 的 制约 . 


定理 I 平面 上 的 重复 图 案 的 仅 有 的 旋转 对 称 是 旋转 忆 或 
本 的 倍数 角 . 


证 明 设 这 个 图 案 有 旋转 6 角 的 旋转 对 称 ,9 不 是 3 或 亏 的 


倍数 角 。 显然 我 们 可 以 设 
0 <0<7, 

令 了 是 这 个 图 案 的 移动 距离 最 小 的 平移 对 称 ， 它 的 位 置 向 
量 是 a. 把 a 分 别 旋转 9 及 28 角 ， 得 到 癌 量 b 及 e. 这 二 个 回 量 
也 给 出 了 这 个 图 案 的 二 个 平移 对 称 , 而 且 a、b ec 这 三 个 加 量 的 和 
与 差 也 给 出 这 个 图 案 的 平移 对 称 . 图 63(a) 至 (c) 画 出 了 可 能 发 生 
的 三 种 情况 . 在 情况 (a): jb 一 a |] 天 jaj ;在 情况 (b), jat+b| 
< 1 al 在 情况 (c): 1a+el<jal. 所 以 在 任何 情况 下 ,总 可 
以 找到 这 个 图 案 的 一 个 平移 对 称 ， 使 它 的 位 移 小 于 1af , 与 了 的 
取 法 邓 盾 .定理 证 毕 . 


(0)0<0<¥ fb) 笠 <6< < (c) 了 < 6 < 至 


图 63 晶体 学 中 关于 旋转 对 称 的 制约 的 证 明 


关于 十 七 种 平面 对 称 群 的 分 类 ,建议 读者 参阅 ， 

1 . International Tables for X-ray Crystallography, 
Vol.l,'‘Symmetry groups’, Kynoch Press, 1965, 

2 . A.Bell & TT.Fletcher, Symmetry Groups, Associatlion 
of Teachers of Mathematics, Vine Street Chambers, 
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iNelson, Lancashire, 1964, 
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14. 证 明 恰 有 五 类 平面 点 阵 ， 
[提示 ， 用 晶体 学 关于 旋转 对 称 的 制约 ， 把 可 能 有 的 类 型 归结 成 平行 四 


边 形 点 阵 ( 半 周 旋转 的 旋转 对 称 )， 六 边 形 点 阵 ( 开 角 的 旋转 对 称 ) 和 算 形 点 


备 ， 然后 再 证 明 从 矩形 点 阵 中 可 以 得 到 二 类 点 阵 ， 正方 形 点 阵 与 带 中 心 的 
和 矩形 (菱形 ) 点 阵 ,1 

15. 证 明 在 带 中 心 的 矩形 点 降 中 ， 移 形 的 中 心 可 以 通过 平移 变 到 和 插 形 
的 顶点 上 ， 但 不 能 由 一 个 旋转 变 到 项 点 上 。 


8.4 ”空间 群 和 点 群 


现在 我 们 可 以 进入 讨论 三 维 对 称 变换 群 的 阶段 ， 而 不 会 有 太 
多 的 困难 .这 里 我 们 只 作 简 单 的 介绍 并 举 几 个 例子 加 以 说 明 . 在 
一 些 较 深 的 课本 里 容易 找到 完整 的 讲解 ， 

有 了 两 类 重要 的 三 维 对 称 变换 群 一 

空间 群 是 图 案 无 限 重复 的 、 包含 三 个 无 关 平 移 移 的 对 称 变换 
群 .在 鹿 划 晶体 的 内 部 结构 时 会 通 到 这 类 群 ， 与 二 维 时 一 样 ( 见 
8.3 节 ), 唱 体 学 关于 旋转 对 称 的 制约 也 适用 于 空间 群 。 一 共有 
230 个 三 维 空间 群 . 这些 群 与 由 一 些 空间 点 阵 构造 出 来 的 图 形 有 
关 , 这 样 的 空间 点 阵 共 有 十 四 种 类 型 , 称 为 布 拉 维 斯 点 阵 ， 空间 群 
超出 了 本 书 讨论 范围 ， 我 们 不 进行 讨论 . 

使 空间 中 一 个 选 定 的 点 国定 不 动 的 等 距 变 换 组 成 的 群 称 为 点 
群 . 当然 ， 这 样 的 群 不 包含 平移 ， 从 下 面 的 定理 可 以 清楚 看 出 点 
群 的 重要 性 . 四 

”定理 开 一 个 有 限 物 体 的 对 称 变换 群 多 是 点 群 . 

证 明 用 尽 可 能 小 的 半径 7 的 球 5S 把 这 个 物体 包 起 来 ,使 这 

个 物体 没有 任何 部 分 露 在 球 的 外 面 。 我 们 断言 5 被 乡 中 的 每 个 变 
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换 映 到 自身 .否则 ， 设 多 中 元 素 卫 将 
S 映 成 另 一 个 球 S'.。 于 是 ,这 个 物体 
也 被 S' 包 起 来 ， 因 此 它 也 被 8S 与 5S 
的 “透镜 形 公共 部 分 包 起 来 (图 64). 
所 以 我 们 可 以 找到 以 71 为 半径 的 球 
把 这 个 物体 包 起 来 ， 而 7 比 ? 小 . 

图 64 定理 工 的 证 其 这 与 球 8 的 取 法 矛盾 . 

我 们 知道 ,如 果 一 个 等 距 变 换 使 球 上 映 到 自身 , 那 末 必 使 球 的 中 
心 固定 不 动 。 这 样 我 们 已 经 证 明了 多 的 每 个 元 素 使 S 的 中 心 固 完 
不 动 . 所 以 多 是 点 群 . 

这 在 人 全 同和 人 和 和 生生 人 站 全 全 
n 的 旋转 0; 生成 的 群 多 (一 2,3,4……) 都 是 点 群 .在 晶体 学 关 
于 旋转 对 称 的 制约 下 ,只 有 32 个 不 同 的 点 群 , 它 们 称 为 晶体 点 群 . 
8.5 放 给 出 了 点 群 的 几 个 例子 
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16: 证 明 汉 球 陕 到 自身 的 等 距 变 换 使 球 心 固定 不 动 。 


8.5 点 群 的 几 个 例子 


例 1 人 勿 环 群 儿 ， 

人 循环 群 多 由 关于 % 次 轴 
的 一 个 旋转 C，, 生 成。 许多 物 
体 的 对 称 变换 群 都 是 循环 群 . 
四 叶片 的 辊 般 赂 和 族 桨 的 对 称 变 
换 群 是 多 4， 过 氧化 氨 的 分 子 
的 对 称 变换 群 是 宅 *. 国 65 中 
把 乞 的 二 次 旋转 辅 画 成 铅 垂 方 ”图 65 H:0.， 对 浆 多 ， 
阿 的 轴 。 我们 作 如 下 约定 ， 如 
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有 果 在 点 群 的 许多 旋转 轴 里 ， 有 一 根 轴 的 次 数 比 其 它 任何 轴 的 次 数 
都 要 高 ， 那 末 把 这 个 轴 看 成 是 铅 秋 方向 的 轴 ， 如 果 存 在 这 样 的 
加， 则 称 为 主轴 

例 2 和 群 多 ，， 

ns 是 由 旋转 C0， 及 反射 0 生成 ， C0， 是 关于 某 根 % 次 轴 的 旋转 
(总 假设 这 根 %* 次 轴 是 铅 垂 方向 的 )，o, 是 关于 水 平平 面 的 反射 . 
CO, 与 cy 可 交换 ， 因 此 多 是 交换 群 ， 多 。 有 2n 个 元 素 ， 它 们 是 
Cnos(t=0,1,., n— 1 J 二 0，1)。 群 急 1, 由 o， 及 和 己 锋 元 这 二 
个 元 素 组 成 。21; 通常 记 成 多 ,(s 是 德 文 “镜面 一 词 的 第 一 个 字 
母 ). 注意 多 可 以 写成 直 积 

Gn = Gr XG,, 

在 一 个 等 边 三 角形 状 的 薄片 的 三 个 角 上 都 挖 去 一 个 工 形 的 小 
槽 ,所 得 到 的 注 片 的 对 称 变换 群 是 如, (如 果 不 挖 这 些 档 , 原来 的 
注 片 的 对 称 变换 群 比 多 ss 更 大 一 些 ) 。 平面 分 子 反 二 毛 乙 稀 的 对 
称 变换 群 是 多 2,( 图 66)， : 


图 66 对 称 变换 群 多 ， 


例 3 群 多 

,由 旋转 C5 与 反射 0, 生成 ,0。 是 关于 某 有 次 主轴 (假设 钠 
懂 方 向 ) 的 旋转 ，o, 是 关于 某 个 过 主轴 的 铅 垂 方向 的 平面 的 反 
射 ， 所 以 ,共有 "个 销 垂 方向 的 反射 平面 ,它们 分 别 是 反射 np- 
Jo0wr(7 二 0,1,…,n 一 1) 的 反射 平面 ， 下 面 是 群 多 的 定义 关系 
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(os)2=1, (Cn 一 1， Casaoo=asCs-L， (1» 
与 7.1 节 例 8 比较 ， 群 多 。 显然 与 24n 阶 的 
平面 二 面体 群 同 构 , 例 8 的 平面 % 边 形 看 成 
是 三 维 空间 中 的 水 平平 面 上 的 图 形 时 ， 它 有 - 
一 个 铝 重 的 % 次 轴 和 % 个 铝 垂 的 反 射 平面 ， 
这 些 平面 与 多 边 形 相交 于 工 , LL…. 
水 分 子 的 对 称 变换 群 是 多,( 图 67). 氨 
图 67 Ha.0， 对 称 分子 的 对 称 变换 群 是 so(6.1 节 图 35) 

变 妆 性 例 4 三 维 的 二 面体 群 多,， 群 罗 ,. 
三 维 的 二 面体 群 儿 ,只 含有 旋转 。 多 由 旋转 C。 及 半 周 旋转 
0, 让 成 ,C, 是 关于 菜 % 次 主轴 (假设 铝 垂 ) 的 旋转 ,0s 是 关于 某 
(二 重 ) 水 平 轴 的 旋转 ,所 以 共有 % 根 水 平 的 二 次 轴 ， 它 们 之 间 的 


夹 角 是 “于 的 整数 倍 ， 下 面 是 多 ,的 定义 关系 式 ”， 


(CD 一 tt， (Ci.)"=1, CC 一 CaoC (2) 
从 代数 观点 来 看 , 儿 ,, 与 多, 是 同 构 的 二 个 群 . 但 是 从 几何 观点 来 
看 ,它们 是 不 同 的 二 个 群 。 完 。 只 包含 旋转 ,而 名。 包含 反射 ， 

一 个 正六 楼 柱 ( 见 7.1 节 的 图 52) 的 旋转 对 称 变换 所 成 的 群 是 
656， 这 个 棱柱 还 有 对 称 cu, c* 是 关于 一 个 水 平平 面 的 反 射 ， 这 
个 水 平平 面 把 棱柱 分 成 二 个 相等 的 部 分 . os 与 多 6 的 所 有 元 素 都 
可 以 交换 . 这 个 棱柱 的 对 称 变换 群 是 26 一 钨 sx 名 ,， 它 是 12 x 
2 一 24 阶 群 . 

在 上 述 例 题 中 ， 如 果 取 % 等 于 2 ,3 ,6 ,可 以 得 到 32 个 蝇 人 f 
点 群 中 的 一 些 群 。 我 们 知道 正方 体 的 对 称 变换 群 是 晶体 点 群 ， 所 
以 它 的 所 有 子 群 也 都 是 晶体 点 群 。 四 面体 群 是 其 中 的 一 个 子 群 . 


一 


。 如 果 #= 2 ,水 平 旋转 的 记号 应 与 锁 垂 旋转 的 记号 有 所 区 别 ,例如 可 记 成 Cs . 


08。 


我 们 已 在 7.4 市 中 讨论 过 四 面体 群 . 

最 后 我 们 要 指出 晶体 学 关于 旋转 对 称 的 制约 仅 适 用 于 唱 体 . 
而 分 子 可 能 有 %* 关 2 ,3 , 4 ,6 的 % 次 对 称 主轴 (但 这 种 可 能 性 极 
小 ). 例如 ,一 瞩 铁 (CsHs)sFe 有 一 个 五 次 辆 . 

进一步 阅读 可 参见 : 

1. H. H. Jaffe & M. Orchin, Spmmetry in Chemistry, 
Wiley,1965. 

2. R. McWeeny, Symmetry, an Introduction to Group 
Theory and tiis Applicalions,Pergamon Press,1963, 

3. R,M.Hohstrasser, Molecular Aspects of Symmetry, 
W A.Beniamin ,19686 . 

4. H. S. M. Coxeter 和 W. O.J. Moser， Generators and 
Relations for Discrete Groups, Second Edition, Chapier 4， 
Springer ,1965 
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17. 把 六 棱柱 的 铅 和 三 方向 的 反射 对 称 写成 乘积 Ro ,使 天 在 多 ,中 ， 

18. 把 六 校 柱 和 的 两 个 底面 都 涂 上 两 种 疙 色 , 如 图 68 所 示 。 证 明 这 个 涂 
色 的 棱柱 的 旋转 对 称 所 成 的 群 是 多:, 并 且 证 明 这 个 涂 色 棱 柱 有 三 个 反射 对 
称 , 三 个 擅 旋 转 对 称 , 它 的 全 部 对 称 成 的 对 称 变换 群 是 12 阶 群 , 记 成 多 ,。 


图 68 涂 色 六 棱柱 
19, 证明 多 ,是 多,, 的 子 群 . 
20， 求 6.4 节 练 习 42 的 涂 色 正方 体 的 对 称 变换 群 . 
21. 证 明 6.4 节 练 习 43 的 正方 体 的 对 称 变换 群 是 循环 群 ， 它 由 伪 旋 转 
S. 生成， 这 个 群 记 成 2 。 
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22，(i) 证 明正 方 体 ( 不 涂 色 的 ) 的 旋转 对 称 的 群 是 24 阶 群 。 这 个 群 踊 
做 八 后 体 群 @。 这 个 名 称 的 来 源 是 因为 只 要 把 正八 面体 的 六 个 顶点 放 在 正 
方 体 各 个 面 的 中 心 位 置 处 ,就 可 以 使 正八 面体 内 接 于 正方 体 ， 所 以 正八 面体 
与 正方 体 的 对 称 变换 群 是 相同 的 。 l : 

(ii) 证 明正 方 体 的 完全 对 称 变换 群 是 48 阶 的 群 。 记 成 C,。 

23， 求 平面 的 、 非 线性 分 子 NOCI 的 对 称 变换 群 。 

24. 试 画 出 下 述 分 子 的 对 称 变换 群 的 结构 图 ， 

(i) 握 甲 烷 CH:C1, 对称 变换 群 多 ，。 
(ii) 四 氧化 二 氨 N:O 对称 变换 群 gs 
(iii) 葵 C.uH,, 对称 变换 群 轧 ,， 

(iv) 六 氟 化 钠 UF,, 对 称 变换 群 2，。 


“ 200.… 


第 三 部 分 


矩阵 论 及 其 应 用 


第 九 章 ”线性 变换 与 矩阵 


3.1 引 论 


我 们 已 经 看 到 变换 在 对 称 性 问题 中 的 重要 性 ， 并 且 用 纯粹 几 
何 的 方法 学 得 了 不 少 这 方面 的 知识 。 但 若 要 求 得 到 有 关 旋 转 、 反 


侥 一 条 水 平 轴 (y 轴 ) 转 < 区 的 旋转 ,而 03 为 绕 一 条 与 之 相交 的 铅 


重 轴 ( + 轴 ) 转 < 科 的 旋转 , 试 求 它们 的 积 CCi( 图 69)， 这 个 积 是 


2 


图 69 ”公转 全 题 


保持 点 0 不 动 的 正 等 距 变 换 , 从 而 是 旋转 (参看 6.4 节 ). 你 能 求 
措 它 的 旋转 轴 与 旋转 角 吗 ? 

我 们 将 说 明 ， 如 果 在 一 个 坐标 系 中 把 这 些 变 换 表 示 出 来 ， 求 此 
治 题 的 解 可 以 归结 为 简单 的 数值 计算 。 当然 ,以 一 个 坐标 系 作 参 
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考 的 想法 对 我 们 来 说 已 不 是 新 的 了 。 例 如 ,在 第 四 章 中 ,我 们 定义 
向 量 的 点 积 和 又 积 这 两 个 重要 概念 时 就 这 样 做 过 . 

在 开始 上 述 过 程 之 前 ,我 们 必须 介绍 线性 变换 的 概念 . 

9.2 线性 变换 

我 们 从 一 个 简单 的 几何 例子 开始 . 设 忌 是 平面 上 绕 点 0 河道 
时 针 方 向 的 旋转 。 令 a 为 其 旋转 角 , R(P)=P' 为 PP 在 R 下 的 
像 . 显然 ,已 可 以 看 成 为 位 置 向 量 的 向 量 空间 中 由 法 则 

尺 (p) = 二 p ,或 简 记 为 Rp 一 p ~ (1) 

所 确定 的 变换 , 此 处 p 与 p 分 别 是 点 了 与 P' 的 位 置 向 量 ， 这样 
处 理 后 便 有 一 系列 重要 的 结果 ， 由 于 把 变换 看 成 为 在 向 量 空间 上 
的 作用 ， 识 有 可 能 在 向 量 空间 代数 的 基础 上 建立 起 变换 的 代数 ， 


70 ” 绕 点 0 的 族 转 图 71 线性 组 合 的 旋转 


考虑 向 量 v 与 w 的 任意 线性 组 合 p=hv+lw (在 图 ?1 中 ， 
=2,1 一 也 ) 在 R 下 的 像 ， 平行 四 边 形 294P 被 转 成 具有 相同 形 


状 的 平行 四 边 形 04’P’B8’， 因 而 
p =(kv+lw) = Rv t+lw’, (2)} 
或 等 价 地 写 为 
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Rl(kvtlw)=RRvYTLRW. 《3) . 


这 表明 , 两 个 向 量 v 与 w 的 一 个 线性 组 合 在 忌 下 的 像 等 于 像 向 量 
Rv( 二 Vv) 与 Rw (一 w/) 的 同样 的 线性 组 合 ， 我 们 简单 地 说 尽 保 
持 线性 ， 向 量 空间 的 一 个 变换 车 保持 线性 , 则 称 之 为 线性 变换 . 

在 数学 中 有 许 许多 多 线性 变换 的 重要 例子 . 最 为 人 们 所 熟悉 
的 例子 之 一 是 定义 在 所 有 可 笋 了 数组 成 的 向 量 空 间 上 的 负 分 算 了 


大 保持 一 点 0 不 动 的 二 维 或 三 维 的 任 一 等 距 变 换 , 都 是 关于 点 


-0 的 位 置 疝 量 的 向 量 空 间 上 的 线性 变换 ， 对 于 平面 的 等 中 变换 ， 
结论 可 用 像 图 71 那样 的 图 形 来 证 明 , 保 持 点 0 不 动 的 任意 等 

变换 把 平行 四 边 形 O04PB 映 到 具有 相同 形状 的 平行 四 边 形 

QA’P’B’ 上 ,因此 ,这 个 等 距 变 换 保 持 线 性 ， 
练 习 

1. 证 明 ， 向 量 空间 的 线性 变换 把 零 向 量 0 映 到 零 向 量 . 

2. 设 忆 是 线性 变换 且 Rv=v ,证明 RC 一 Vv) = 一 v. 

3. 设 8 是 关于 直线 二 的 平面 反射 。 夯 一 章 图 说 明 8 是 关于 二 上 一 个 原 
点 的 位 置 峙 量 的 向 量 空间 上 的 线性 变换 ， 

4. 车 8 为 到 也 上 的 正 交 射 影 ， 重 复 练习 3。 

5. 设 刀 与 8 是 向 量 空 间 %- 上 的 线性 变换 ， 证 明 它 们 的 积 ES 也 是 线性 


6 证明， 平面 上 的 平移 不 是 线性 变换 。 
7。 画 一 草图 说 明 ， 三 维 空间 中 绕 一 条 团 定 轴 工 的 旋 欠 是 关于 工 上 一 个 
椒 点 的 位 置 向 量 的 向 量 空间 上 的 线性 变换 ， 


9.3 线性 变换 的 矩阵 - 


再 考虑 上 池 提 到 的 旋转 足 。 我 们 引进 一 个 以 0 为 原 点 的 直 
和 角 坐 标 系 (图 72(a))。， 图 上 把 旋转 角 a 画 成 了 锐角 ， 但 下 面 的 
过 论 对 任意 的 角 c< 都 通用， 点 已 (zx1，wz) 在 RR 下 的 像 记 为 
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人 (zl32)。 为 了 对 此 坐标 系 定 义 出 玉 ， 我 们 必须 求 出 用 点 已 的 
坐标 zl, zs 表示 所 已 -的 坐标 zl,z7。 的 公式 . 


2 
p 
e2 - 
0 0 1 4 
(a) (2) (c) 
图 72 在 一 个 坐标 系 中 的 旋转 
设 1,ez 为 坐标 轴 方 向 上 的 单位 向 量 ， 则 
L pp 一 lel 十 和 2e2， (4 六 
而 由 于 及 是 线性 变换 ， 有 
六 =v1el + ves (5 
(参看 图 72(b) 与 (c)). 单位 向 量 ei 与 ea 在 坐标 系 中 的 分 量 容易 
求 出 ， 


el=(cosa, sina), es—=(—sina, cosa). 

所 以 ， 公 式 (5) 变 成 
p“ 一 (Yi,X2) 一 2i(cos a, sin Qa) -+zi( 一 sin a,cosa) 
=(wICOS a— rosSin a, wisin C 十 XsCOS a ). 
从 而 
81 一 YiICOS CQ 一 Y2Sin a 
swigin a + sucos C 。 | (6 

在 上 述 坐标 系 中 ， 此 公式 定义 了 有 R， 因 为 它 给 出 了 任意 一 点 
P(z1,zs) 的 像 的 坐标 .我 们 称 公 式 (6) 为 在 所 给 的 坐标 系 中 变换 
五 的 法 则 。 这 个 法 则 古 由 线性 关系 

1 = QT1+ G12 2 一 Go2181 十 G2243 
定义 的 ， 这 里 


2a11 一 CO5 C， Qi2 一 一 -SIn C， 21 一 Sin a, Go 一 COS Qa. 


* 206 。 


我 们 称 系 数 的 阵列 
( a 一 Sin “) (7) 
SiNn a COS a 

为 在 所 给 坐标 系 中 羽 的 乱 陈 . 

注意 到 e:= 王 (1,0) 在 玉 下 的 像 el 可 由 在 公式 (6) 中 置 x)=1， 
za 二 0 而 得 到 ， 因此，ei 的 分 量 在 五 的 矩阵 的 第 一 列 中 出 现 . 同 
样 ，es 的 分 量 在 第 二 列 中 出 现 . 

用 上 述 方 法 ， 我 们 可 以 得 到 任意 一 个 线性 变换 在 一 个 特定 的 
坐标 系 中 的 和 矩阵 与 线性 法 则 . 

例 1 反射 的 矩阵 

求 一 个 反射 的 矩阵 ， 设 反 射 铀 为 与 01 轴 倾 和 角 为 6 的 直线 也 
《图 73), 


图 73 关 王 工 的 反射 


矩阵 的 两 列 元 素 分 别 为 ei 与 es 的 分 量 ， 所 以 我 们 得 到 该 反 
射 的 矩阵 及 对 应 的 线性 法 则 如 下 : 
cos20 sin2 ) 
sin2B8 —cos2p8/ 
1 一 (cos2 BP)riTt (sin2 p)r, 
t= (sin2 BB)ri— (cos 2 B)z?。 


年 阵 ，( 


法 则 ， 
这 里 ，es 的 第 一 分量 为 cos( 玛 x 一 2 6 )=sin 2 6 ,其 第 二 分 量 
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类 似 地 计算 . 我们 以 6 为 锐角 的 情况 作 图 示 . 当 8 为 印 角 时 ， 局 
2 、 样 的 矩阵 仍然 适用 
Pl | | 例 2 正 交 对 影 的 算 
降 
”在 9.2 节 的 练习 4 中 
”我 们 曾 看 到 ， 到 一 条 直线 
. 工 上 的 正 交 射影 是 关于 工 
人 .1 上 一 个 原点 的 位 置 向 量 的 
图 74 到 上 上 的 正安 币 向 量 空间 上 的 线性 变换 ， 
在 所 天 的 以 0 为 原点 的 坐 
标 系 (图 74) 中 ， 求 该 射影 的 矩阵 和 法 则 . 
el 是 长 度 为 cos 的 向 量 ， 因 此 它 的 分 量 为 cosp cospeS 
cos p'sin B。 对 e; 同样 地 计算 ， 便 得 到 如 下 结果 ， 
cos2p cos Bp .sin 
“ 先 阵 ， (oos pb sin 月 sin20 让 
vi= (co8p) zi + (cos 8 sin B)r2 ， 
法 则 ， hn 2 一 (cos BpB sin Pp)x! Bin fe 
我 们 以 B 为 锐角 的 情况 作 图 示 。 当 8 为 钝 角 时 ， 同 样 的 矩阵 优 
然 运 用 . . 
车 置 8 二 0, 便 得 到 了 到 水 平 轴 (01 轴 ) Tt : 


短 陈 ，( ，)， 法则 :, 


一 必 ! 
0. 


又 ， 一时， 我们 和 到 了 到 与 和 和 衣 的 让 统 上 
的 正 交 射影 的 矩阵 


|2 a . ! 2°!1 2 
和 矩阵. 1 1 法 则 : ] 
站 2 
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例 3 下 列 矩 阵 各 表示 平面 上 的 什么 线性 变换 在 通常 的 下 
朋 尝 标 了 最 中 )? 


本 
) “(ii) 3 
Do) DC [a 让 
/3 
> 2 \ /1 0 | | 
i (3 yD 
5 1 | 0 1 


4 顺 时 针 旋 转 六 (在 短 阵 (7) 中 置 a= 一 子 ). 
(ii) 关于 02 连 的 反射 (在 例 1 中 团 8 一 王 )。 
Ciii) 到 通过 原 让 而 与 01 轴 咸 与 于 角 的 直线 上 的 正 交 射 影 ， 


(1v) 逆 时 针 旋 转 于 ， 


(v) 恒 等 变 换 xi 一 mi，zg=z 
(vi 这 是 平行 于 01 轴 的 切 变 的 甜 阵 , 其 变换 法 则 为 


每 一 点 在 01 二 方向 上 移动 一 段 丰 离 ， 这 息 矩 离 与 该 所在 外 1 轴 上 
方 的 高 度 成 正比 (图 75). 切 变 角 为 a， 此 处 tan a= 了 也 请 用 
一 副 扑克 牌 作 切 变 变换 的 演示 ， 
例 4 三 维 空间 的 旋转 
现在 要 写 出 图 69 所 示 的 坐 祭 系 中 的 旋转 C3 与 03 (9.1 节 ) 
9 的 算 阵 与 法 则 已 是 件 容易 的 事 了 . 
我 们 先 考 虚 C3， 用 ei,ez 与 ea 分别 表示 Or ,Oy 与 0z 轴 上 的 
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图 76 旋转 问题 中 的 zz 平面 


单位 向 量 . 显然 046s 二 ez, 而 ei 与 es 在 03 下 的 像 如 图 76 所 示 . 

据 此 ， 我 们 计算 像 向 量 的 分 量 而 得 到 

ei=( 一 二， 0 ,2), es=(0,1 ;0)， os=(:, 0 ,一 +). 
把 行 向 量变 成 矩阵 的 列 ,我 们 便 得 到 在 此 坐标 系 中 表示 C3 的 

矩阵 ， 它 是 和 


1 Va 
2 0 2 
4= 0 1 0 
V3 1 
2 0 一 
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因此 ,点 P(zi)za,zs) 经 过 此 旋转 后 , 它 的 像 是 PC (zl,zayxza3)， 其 
中 


， 1 3 
| 二 了 2 2s, 
Y2 一 2 
ss=— 一 一 和 
类 似 地 求 出 C 的 矩阵 为 

1 V3 

2 2 0° 
B=IV3 1 0 

2 2 

0 1 

宛 " 的 线性 变换 


设 人 J 是 哆 * 的 -- 个 变换 , 把 x 二 (x1,… ,x。) 肌 到 Tx=x'= 
(z1,…,z;)， 那 么 ,7 是 线性 变换 当 且 仅 当 它 满足 形 如 
VI= CIYX1 十 好 12 字 2 十 "dinT, 


yy 一 Gow 十 人 22 必 2 十 。。， 十 donTn 


二 (8) 
XY 二 Qn 人 1 十 Qn2T2t "+ QnnTs 
的 法 则 。 系 数 阵 列 
Gil Gis Gin 
G21  G22 (2n + 
Gn! Gn2 i Cnn 
称 为 (8) 式 所 定义 的 变换 的 怎 阵 . 


这 就 推广 了 我 们 在 二 维和 三 维 空间 中 参考 一 个 坐标 系 所 得 出 
”的 结论 ， 其 证 明 留 作 练习 . 
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练 习 
8. 对 鳄 角 a 验证 旋转 符 阵 (7)， 证 基 ,在 (7) 中 若 以 一 代替 a ,得 到 的 
矩阵 对 应 于 顺 时 针 转 6 角 的 旋转 . 
9. 对 各 种 不 同 的 角 6 验证 反射 的 矩阵 . : 
10. 下列 和 矩阵 各 表示 平面 上 的 什么 线性 变换 〈 在 通常 的 直角 坐标 系 


(i) @ 1 C ,) Giii) ( 0 


中 )? 


5 75 /5 3 
(iv) 4 MA 4 3 (vi) ( 1 
5 8) \s 
(vii) ( 1) 《viii) ( ) 


11。 试 判 断 , 以 (3,2),( 一 1,2),《 一 1, 一 1)， (3, 一 1) 为 岳 点 的 矩形 在 下 
列 矩 阵 所 表示 的 每 个 线性 变换 作用 下 各 将 发 生 什么 情况 ? 
四 的 | 


3 0 2 
G) (0) (膨胀 )， op 1 | 
2 
‘1 1 
2 
(iii) (CO 2) d 友 )， (iv) | ， ( 正 交 射影 ). 
‘2 2 


12， 验证 例 4 中 0; 的 怎 阵 如 正文 所 述 。 
13， 描述 在 直角 坐标 系 中 由 下 列 和 矩阵 所 表示 的 线性 变换 ， 


cosa 一 sina 0 cosa 0 一 Sinc 
(i) (ae cosa 中 (ii) E 1 0 \ 


0 0 | 
1 
路 
/ 


sina 0 COs 
1 0 
《ii 0 1 
‘0 0 
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14. 证 明 , 如 果 了 是 弦 " 的 线性 变换 , 则 了 TT 是 由 形 如 (8) 的 线性 法 则 所 
定义 的 . 


[提示 ， 设 四 四 
ei1=(1,0,0,... ,0), 0:=(0,1,0,...,0), 等 每， 
再 假定 


Te,=(qgi G04" .0.1)， Te,=(a,;,0:," .. ,Gn1), 等 等 . 
统 " 的 任意 向 量 x 可 以 表 为 
和 一 和 ,人 十 we 十 … 十 和 en 
利用 也 的 线性 性 质 去 计算 xX’ 一 了 X。] 
证 明 逆 命题 ， 如 果 了 由 线性 法则 (8) 所 定义 , 则 了 是 史 * 的 线性 变换 ， 


9.4 两 个 正方 矩阵 的 乘积 


设 5S 与 7 都 是 灾 " 的 线性 变换 , 《例如 , 当 %=3 时 ,在 一 个 坐 
标 系 中 它们 可 能 表示 旋转 或 反射 等 . ) 设 3 的 矩阵 为 4 一 (as)，7 
的 矩阵 为 B= (5;;)， 它 们 都 是 n x 和 矩阵. 我们 将 要 定义 矩阵 的 
乘法 使 得 线性 变换 ST 的 矩阵 是 4B。 我 们 只 考虑 % 二 3 的 情况 ， 
由 此 再 推广 到 任意 的 4 则 是 很 容易 的 事 了 ,， 

没 x 二 (zi,%2,%3) 为 殉 的 任意 问 量 . 置 7x= Xx’ ,SX =X"” 
则 

ST)x= S(Tx) = Sx xX’, (9) 

此 式 实际 上 已 给 出 了 ST 的 靶 则 . 我 们 只 要 把 (9)》 式 用 风量 的 分 
量 表示 出 来 就 可 以 了 .。 / 

按照 法 则 


下 
2 =b21X1+ 022%2 + O23Xs3, 


v1=biir1+ ber, + brsys) 7 
(10) 


/ 
3 一 bs121 十 03222 十 203323 


了 把 x 有 映 到 x” 然后 再 按照 法 则 
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(11) 


Ti QT + aT + A133, 
2 一 Cold81 十 Ga2282 十 Go2373， | 
XT3=assit QT + Qa 3 

S 把 x 映 到 x”。 把 (10) 式 中 x1, wi 与 #3 的 表达 式 代入 (11) 式 ， 

我 们 便 得 到 ST 的 法 则 , 它 给 出 了 x 与 它 在 ST 下 的 像 x 之 a 

z= (Gnd + Graba + Gib31) 1+ (G11b12+ G12b22 + aisbsa) 


+ (arbis+ G12b23 + a13D33) Ts 


-( 开 os pn )art (Daet oj)za+ (Tab)es, 


La 


| . 
3 一 (二 Qa3x bjz， +{ 于 aspijzs 十 ( > ， assbis jzs， 


\ p=l 4 一 1 t=1 
我 们 用 规则 
411 G12 G13 bi 0 bi13 CI C12 C13 
区 022 | [. 2022 2]- 民 C22 | 
Q31 032 G33 bs! baz bas C31 C32 C33 
来 定义 矩阵 的 乘积 A4B, 这 里 


3 
Ciy 一 Ci1D1， 十 Gi2D2， 十 Qi303， 一 2 Qik0u， * 


按 此 方法 定义 的 矩阵 乘法 ,和 矩阵 48B 正好 表示 线性 变换 ST 在 
所 给 的 坐标 系 中 的 矩阵 ， 
有 一 个 容易 的 方法 记忆 如 何 把 两 个 矩阵 相 乘 . 例如， 考察 乘 
积 48B 的 第 二 行 与 第 三 列 交叉 点 上 的 元 素 cs。 我 们 有 
C23 = G21013 + G22023 十 G23033， 


亦 即 ,czs 是 由 把 4 的 第 二 行 上 的 每 个 元 素 分 别 乘 以 BB 的 第 三 列 上 
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的 对 应 元 素 , 然 后 再 把 所 得 到 的 积 加 起 来 而 得 到 的 .如 下 所 示 


bd 雪 种 雪 [J bis [J 量 委 
必 21 Ga22 人 23 。 。 | = 。 025 1。 
重 中 三 曲 加 bas 重 LJ 只 | 


注意 这 与 黄 个 向 量 的 点 积 的 求法 十 分 相似 ， 
推广 之 ,我 们 便 得 到 nx" 矩阵 乘法 的 定义 . 
定义 I 设 4=(a,),B=(b,,) 是 两 个 nxx 和 祭 阵 ， 则 它们 的 
积 4B 是 nxn 算 阵 (c;,), 其 中 第 i 行 与 第 7 列 交 又 点 上 的 元 素 
cs 是 由 4 的 第 i 行 上 的 每 一 个 元 素 分 别 乘 以 B 的 第 j 列 上 的 对 
应 元 素 , 并 把 所 得 到 的 积 加 起 来 而 得 到 的 ， 
Ci 一 CID 十 Ci202 + + + Ginb,; (13) 
矩阵 的 乘法 是 结合 的 ， 因 为 我 们 已 经 知道 对 应 的 变换 积 是 结 
合 的 (6.2 节 )。 从 而 ,三 个 或 更 多 个 rn x wn 矩阵 的 箭 积 中 ， 括 号 都 
可 以 省 去 ,也 可 以 作 和 矩阵 的 里 4?, 43 等 等 , 均 不 会 有 歧义 。 
请 注意 ,矩阵 的 乘 法 仅仅 是 对 同样 大 小 的 正方 矩阵 定义 的 ,还 
可 能 把 这 个 定义 推广 到 某 些 长 方 矩阵 (9.5 节 )。 但 是 ， 若 m 汉 +， 
一 个 m x m 的 气 阵 绝 不 可 能 同一 个 2 xz 此 阵 相 乘 ， 
例 5 求 算 阵 : 
1 一 2 2 一 2 
4=(, 3 本 6 一 人) 0) 
的 乘积 . 


a9-( si 


(人 1 
0.2 十 3:1 . 0.( 一 2) 十 3.0 


_/9 一 人， 
=(。 1 
例 8 把 9.3 节 例 4 中 两 个 旋转 矩阵 相 乘 ， 
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-1 oo Ya\/l1 _Y3 0 
2 2 2 
48=| 0 1 ol -1 ， 
LVY3 0 _1 3 
2 2 0 0 1 
li+0+0 YS. 


这 就 是 本 章 引 论 中 提 及 的 变换 08 03 的 矩阵 我 们 知道 它 表 
示 一 个 旋转 .在 9.6 节 中 我 们 将 看 到 怎样 从 此 矩阵 中 求 出 旋转 轴 
与 旋转 角 . 


15 . 


16 . 
17. 
18. 


练 习 
求 乘积 4B 与 B4, 其 中 


2 一 6 /2 


从 练习 15(iD 推 导 cos(a 十 有) 与 sin(a 十 有 ) 的 公式 ， 
用 相 乘 对 应 逢 阵 的 方法 证 明 旋转 Cy 与 0; 是 不 可 交换 的 ， 
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有 = 


1 

2 2 

1 | 

2 2 

证 明 , 对 所 有 正 整 数 %n 都 有 4" =4。 这 一 结果 的 几何 解释 是 什么 ? 
19. 找 一 个 2x 2 矩阵 了 使 得 对 所 有 2x2 矩阵 4 都 有 41=4, 


20. 用 矩阵 的 方法 证 明 , 关 于 直线 7x, 二 (tan a)zwi 的 反射 接 上 关于 直线 
xz1 二 (tan 0)zi 的 反射 ,等 价 于 一 个 旋转 .. 试 求 其 旋转 角 。 


9.5 长 方 矩阵 

上 一 节 中 我 们 定义 了 两 个 %*x” 矩阵 (或 称 正 方 矩阵 ) 的 乘 
法 。 对 于 许多 目的 而 言 ， 考 虑 长 方 矩 阵 的 乘法 也 是 很 有 用 处 的 . 
长 方 矩阵 也 就 是 行 数 与 列 数 不 一 定 相 等 的 挎 阵 。 例如 ， 考 虚 答 


阵 
( 1 2 0) 0 1 1 
4 一 与 万 =|5 0 一 1 1 
11 10 61 
我 们 用 同 正方 算 阵 相 乘 一 样 的 规则 来 作出 矩阵 的 乘积 4B= 
C， 和 抑 阵 C 中 的 元 素 cv, 是 由 和 邱 阵 4 的 第 i 行 的 每 一 个 元 素 乘 以 
矩阵 BB 的 第 j 列 的 对 应 元 素 ， 然 后 再 把 所 得 到 的 积 相 加 而 得 到 
的 .在 我 们 的 例子 中 ,元素 czs 是 这 样 得 到 的 ， 
。 。 1 。 | 
(_， 1 J[ “1 FC 。9 小 
。 -。 6 -。 
矩阵 4 乘 以 矩阵 巨 的 这 个 规则 只 有 当 4 的 列 数 与 互 的 行 数 相 
同时 才 可 使 用 . 
定义 I 一 个 mx"n 拖 阵 4 与 一 个 rxz 和 扼 阵 召 的 积 4B 只 
有 当 m%=y 时 才 有 定义 。 当 这 个 条 件 满足 时 , 4 是 由 按 上 文 所 说 
的 办 法 把 4 的 行 与 妃 的 列 “ 相 乘 ?而 得 到 的 m x 2 和 矩阵. 
在 我 们 的 数值 实例 中 , 4 为 2x3 和 矩阵 ,8 为 3x4 和 矩阵 ， 于 是 
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485 为 2x4 和 矩阵 。 完 整 的 算式 是 


3 0 1 1 
120 13 2 一 ] 3 
(20) (sr 2)-( ) 
—311 —31 '2—l 


10 6 1 
注意 ,乘积 B4 是 没有 意义 的 . 
例 7 3x3 气 阵 与 3x1l 系 阵 的 乘积 是 3x1 撼 阵 , 亦 即 一 个 
单列 ,计算 z 
2 0 一 | 1 
0 
21 1 1 
这 个 乘积 等 于 
2.1 十 0.( 一 3) 十 (一 1 1 1 
[rcs 3.1 上 
2.1 十 1. (一 3) 十 1:1 0 ， 
练 习 
21. 设 四 
一 \ _ 
a | 2 —4 |， B=( 小 
\—3 67 ! 1 


此 时 4B 与 B4 都 有 定义 。 求 这 些 乘 积 . 


22. 设 
3 G1 G1 
4 三 区 Gss Gs3 | 
Ce Gs Ca 


1 0 0 Ti 
0 0 1 vs 


23. 设 4 与 B 如 练习 21, 再 设 
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1100 
C= so | 
-1001 


证 明 (43)C=4(BC)。 可 以 一 般 性 地 证 明 , 长 方 矩 阵 的 乘积 是 结合 的 巍 
便 提 一 -名 ,这 里 (BA)C 是 没有 定义 的 。 
24. 设 4 是 mxn 和 从 阵 。 证明,4* 有 定义 当 且 仅 当 n=n。 


9.6 关于 列 向 量 的 约定 
设 了 为 鹏 "的 线性 变换 ,其 法 则 定义 为 


i 

TI GX1+ GIT T+ GisNy 

T= ATi GT2 + G23Ts (14) 
Fd 

V3 QsTl 十 人 32 和 化 2 十 他 33 光 3 。 


这 个 法 则 可 以 用 和 矩阵 的 形式 方便 地 写成 


下 . 
vl] Gl! G12 G1is 过 | 
X21=[ G2 G2 G2s X21 (15) 

要 
v3 \Gs1 GQ32 43s 3 


这 种 写法 与 矩阵 的 乘法 规则 是 一 致 的 . 
现在 我 们 约定 ,把 纪 * 的 向 量 写成 3x1 矩阵 ,或 者 说 , 写成 列 


w! 
问 量 ， 吕 在 此 约定 下 ,7 的 法 则 写成 简单 的 形式 
3 ， 
X' 一 4X， (16) 
这 里 4 为 了 的 矩阵 . 
同样 , 客 * 的 线性 变换 下 也 可 以 写成 (16) 的 形式 ,其 中 x 与 Y 
是 玖 "的 列 向 量 , 而 4 是 下 的 2xm 年 阵 ， 我 们 把 4 与 人 等同 起 
来 ,从 而 把 4 本 身 看 成 多 "的 线性 变换 ,这 样 做 是 很 方便 的 . 
例 8 ”在 平面 上 给 定 通 常 的 直角 坐标 系 , 试 求 点 P( 一 VV 3， 


一 1) 经 过 绕 原点 逆 时 针 转 二 的 旋转 作用 后 的 像 P”. 
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该 旋转 的 矩阵 为 


1 _rv3 
, 2 2 
3 1 
2 2 


《参看 9.3 节 人 网 3 (iv))。 点 书 的 位 置 向 量 写成 列 向 量 是 


这 个 旋转 把 向 量 p 映 到 
1 _Y3 _ 
| 2 2 1 一 3 0 
Pp 一 4p 一 | ,一 一 。 
LA 1 Ij\-1 |/ \-2 


狗 此 ,点 己 的 像 为 Pr 画 一 草图 验证 这 个 结 采 。 

例 9 旋转 问题 的 解 

我 们 回 到 解释 旋转 C3C3 的 矩阵 的 问题 上 来 . 在 9.4 节 例 6 
中 ,我 们 已 经 计算 出 这 个 矩阵 , 它 是 


1 V3 V3 
4 4 2 

v3 it 
一 | 2 9 
V3 3 1 
4 4 2 


为 了 描述 五 所 表示 的 旋转 ,我们 必须 找到 旋转 轴 ( 到 现在 为 止 我 们 
仅 知道 它 通过 坐标 系 的 原点 0 )， 并 且 求 出 旋转 角 。 先 求 施 转轴 ， 
投 
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是 轴 上 异 于 0 的 某 一 点 的 位 置 向 量 . 该 旋转 保持 v 不 动 , 亦 即 


Rv=v. z (17¥ 
从 方程 (17) ,我 们 得 到 ( 齐 次 ) 线 性 方程 组 
Fo tl drt Ya wg 二 ww] 
V3 = wy (187 
La 3 XX3 二 Ys, 


它 的 通 解 是 x 二 x3 二 kz1 二 V3k(k 任意 )， 因 此 , 旋转 轴 由 所 
有 位 置 向 量 形 如 kv 的 点 所 组 成 ,这 里 。 


要 确定 旋转 角 , 我 们 找 一 个 垂直 于 v 的 向 量 * w, 并 且 计 算 它 被 
这 个 旋转 所 转 过 的 角度 (图 77). | 
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一 个 适当 的 选 法 是 


- 


钴 为 显然 v' w= 二 0。 该 旋转 把 w 上 映 到 


1 Ya v3 v3 
4 4 2 0 4 
,p_iyY3 _1l | 1 
w= Rw 3 2 0 一 1 1 
V3 3 _l 5 
4 4 2 全 
所 以 , 苦 w 被 转 过 的 角 为 a, 则 按 4.2 节 的 公式 (7) 有 
7 
ww -_ 4-_ 7 
“05 TwITw’i 2 8* (19) 


现在 ,旋转 角 可 以 查 表 得 到 ， 于 是 ,该 问题 的 解答 完成 了 ， 

下 例 说 明了 在 涉及 长 方 矩阵 的 问题 中 如 何 应 用 列 向 量 的 记 
法 . 

例 10 假定 变量 zi,zi,zg 通过 线性 法 则 


X= 二 5 TI+Ts— Xa+ ws (20) 


XI 一 3 录 1 十 | 
Xs= TI + 6 Xa+ Xe 


与 变量 zl 7;,X3, zi 村 联系 :变量 zi,zy 通过 线性 法 则 
71= 1 十 202， (21) 
13 一 一 371 十 Z3 十 3 
与 变量 zl,7ayzs 相 联 系 。 变量 x1 ,x2 如 何 与 变量 zi，z3，zs，2z4 
相 联 系 ? 
线性 法 则 (20) 与 (21) 的 矩阵 分 别 为 
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3 0 1 1 
-| 1 一 1 1l 


1 0 6 1 
我 们 可 以 把 法 则 (20) 用 矩阵 乘法 写成 
x = Bx 
的 形式 ,其 中 
Xi Zr1 
也 2 
一 ， 于 一 | z2 
Vs 
Ti, X3 
同样 ,法 则 (21) 也 可 写成 
x” = Ax’, 
其 中 


LT” 
1 
on -一 
x =( ,). 
Va 


把 法 则 (22) 代 入 (23), 得 


x”=A(Bx)=( AB)x. 


与 | 
一 3 


(22) 


(23) 


(24) 


因此 ,zi1,xs 也 是 通过 一 个 线性 法 则 与 zzrz,zs,z4 相 联 系 , 这 个 


法 则 的 矩阵 为 


换言之 ， 
1! 二 1371+ 2X2— 5 十 324， 
2 一 一 371 十 22 十 273 一 24， 

练 习 


13 2 一 1 


1 2 0 3 0 1 1 
AB= 5 1 ~—1 11i= 
一 3 1 1 1 0 6 1) 一 3 


上 


25. 求 点 P (2V 3 ,2) 在 到 一 条 直线 的 正 交 射影 下 的 像 P', 这 条 直线 
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通过 原点 并 与 01 轴 成 对 角 。 (该 射 影 所 对 应 的 矩阵 在 9.3 节 的 例 3 (iii) 中 
已 给 击 .) 
26、 设 4 是 练习 25 提 及 的 射影 的 矩阵 。 试 求 所 有 使 4x =x 的 向 最 x， 


0 
并 从 几何 上 加 以 解释 。 再 求 所 有 使 x 一 0 的 向 最 x, 这 里 0 是 夫 向 量 ( 。) 


27， 设 
0 1 | 
4=() 小， x=(。 

证 明 , 线 性 方程 组 4x=4x 当 4 二 1 或 4= 一 1 时 有 非 平 几 解 , 而 对 4 的 其 他 
值 方程 组 都 没有 非 平凡 解 . 

28. 注意 ;2.1 节 中 % 个 未 知 数 m 个 线性 方程 的 方程 组 (1) 可 以 简 记 为 
AX 二 b 的 形式 ,其 中 4 为 mxn%n 系数 矩阵 ,x 为 未 知 数 的 列 问 量 (n x1 矩阵) 
而 b 是 常数 的 列 同 量 (m xl 扬 阵 )。 

29. 用 和 矩阵 的 方法 解 7.4 节 练 习 29 的 旋转 问题 . 

30. 用 年 阵 的 语言 表示 出 下 列 各 变换 ， 


= 2 十 22 
人 1 一 3 yi y+ Ys ”i : ” |} 


tay yty } 与 yy: 一 一 2: 一 2 
四 ys 一 25I 十 2:. 


然后 再 求 用 z 与 za 来 表示 Ya 与 Y， 的 线性 法 则 、 
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第 十 章 ” 和 矩阵 代数 续篇 


到 现在 为 止 ， 我 们 讨论 和 矩阵 时 一 直 强 调 了 它们 同 几 何 变换 的 
联系 。 在 后 面 几 章 中 ,我 们 还 要 揭示 甜 阵 的 许多 其 他 应 用 ,其 中 有 
些 是 与 几何 毫 无 关系 的 。 在 我 们 能 够 车 手 叙述 和 解决 这 些 新 的 应 
用 之 前 ， 还 须 进 一 步 介绍 一 些 知 阵 人 代数。 我 们 现 在 就 来 做 这 件 
束 . 


10 .1 正方 矩阵 的 乘积 ( 续 ) 


恒 等 矩 阵 
nxn 矩阵 


( 当 i=j 时 , 它 的 芒 - 元 素 为 1; 当 i557 时, 它 的 订 - 元 素 为 0) 具有 
如 下 性 质 ， 对 所 有 nxn 矩阵 4， 
AI=1A=A4, (1> 

它 称 为 "xn 全 等 舌 隆 它 对 应 于 "的 恒 等 变 换 zf 二 z， :i=1,2, 

.2)、 严 格 地 说 ,这 个 二 xz 矩阵 应 该 用 如 象 1 这样 的 符号 来 
表示 ,以 区 别 于 m x m 恒 等 信 阵 7。(mm 关 an) 下 标 ”通常 略 去 , 攻 
为 我 们 所 讨论 的 抵 阵 究 觉 多 大 实际 上 是 很 清楚 的 ， 

零 矩阵 

nxn 阜 阵 
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0 0 .… 0 
1 
WO 0.… 0 


《 它 的 所 有 元 素 都 是 零 ) 具 有 如 下 性 质 : 对 所 有 nxn 邱 阵 4， 
AO0=0A=0., (2) 

它 称 为 nxn 零 和 矩阵 ， 

矩阵 了 与 0 的 性 质 很 像 普 通 算术 中 的 数 1 与 0 ,但 是 , 算 阵 
代数 与 数 的 算术 之 间 的 相似 之 处 并 不 是 太 多 的 。 举例 说 吧 ， 惩 阵 
的 乘法 就 不 是 交换 的 。 它 们 之 间 的 另外 一 些 不 同 之 处 还 可 从 下 例 
中 得 以 说 明 . 

例 1 找 出 2x2 算 阵 4,,C 与 D ,使 得 

(i ) 4?=0(A0); 

(11) 1 一 有 (3B 天 7 或 0)9 

(iii) CD=0( 但 D0C=#0). 

(i) 我 们 将 求 2x2 惩 阵 的 方程 X?=0 的 踪 解 . 设 


Ee 


(ot bla+t+d) ) 
cl(atada) pc 二 dl 
方程 X?= 0 等 价 于 四 个 方程 

22 二 2 一 0， bla+d)=0, cl(at+d)=0, be i+d*=0. 
假定 b 关 0, 则 有 a +4=0， 于 是 我 们 得 到 解 


a b : 
-5 一 : z 


如 果 5 二 0， 则 a 二 d 二 0， 这 时 给 出 另外 一 些 解 
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则 


0 0 

(小 C4) 
i 矩阵 (3) 与 (4) 组 成 了 :二 0 的 通 解 。 解 的 个 数 是 无 限 的 。 把 这 
一 点 同 数 的 代数 中 的 情况 作 比 较 ， 一 个 实 ( 或 复 ) 系 数 的 二 次 方程 

的 解 不 能 多 于 两 个 ， 特别， 于 = 0 的 解 只 有 z 一 0. 

某 些 (3) 和 (4) 形 式 的 矩阵 有 其 几何 解释 例如， 考虑 矩阵 
0 0 0 —1\/i 0 

=-(i 0)- (, o)(, 0 小 5) 
在 通常 的 直角 坐标 系 中 ,4 表示 到 01 轴 的 正 交 射 影 再 接 一 个 绕 原 
点 转世 的 旋转 (注意 其 顺序 1)。 显然 ,如 果 这 个 合成 变换 进 行 两 


,次 ,所 有 的 向 量 都 映 到 零 ， 这 就 对 应 了 42=- 0 这 一 事实 . 

(ii) B?=B 的 一 个 特 解 是 z 

1 0 
B=( 让 (6) 

它 对 应 到 01 轴 的 正 交 射 影 。 求 =X 的 通 解 留 作 练习 ， 

(iit) 取 上 文 (5)、(6) 两 式 所 定义 的 矩阵 4 与 B 为 例 。， 此 时 
B40 而 4B= 4。( 其 几何 解释 是 什么 ? ) 此 例 亦 可 用 于 说 明 逢 
阵 的 乘法 一 般 是 不 交换 的 ， 


练 习 


. 求 2x2 托 阵 的 方程 和 一 X 的 通 解 . 

. 求 2x2 矩阵 的 方程 全 * = 了 的 通 解 . 

. 从 岂 何 上 解释 例 1 (证 ) 中 的 关系 式 34 一 0,4B= 4. 

. 设 4,B 与 0 都 是 2x2 您 阵 ， 如 果 4B=AC, 是 否 可 以 推出 B=07? 
。 假定 4,B,O 与 忆 都 是 2x2 和 矩阵 , 闪 有 483=CD。 是 次 可 以 推出 对 
疾 有 2x2 和 妹 阵 卫 有 4XB=0XD? 


en 
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10.2 ”和 矩阵 的 加 法 与 旨 量 乘法 
设 4=(a;),B= (8;,) 是 两 个 mxn 矩阵， 我们 定义 它 们 的 
和 为 m xn 第 阵 (ci,) ,其 中 ci; =a1s+bi,。 显然 , 矩阵 的 加 法 是 交 


换 的 ，4 + B= 二 B+ 4. 
除非 并 个 乱 隆 的 行 数 相同 并 且 列 数 也 相同 ， 不 然 它们 的 和 是 


设 有 定义 的 . 
下 面 是 年 阵 加 法 的 两 个 例子 ， 
2 3 1 1 一 1 1 3 2 2 
(， 一 1 +， 1 2 ) (2 0 3 )， 
| y1 X1 十 yi 
和 2 Y2 X2+ Y2 


+ .| = 
光 , Yn np 十 yn 


据 此 ， 年 阵 相 加 的 规则 与 向 量 加 法 的 规则 是 一 致 的 . 
我 们 还 可 以 进一步 说 明 向 量 加 法 与 气 阵 加 法 之 间 的 相似 性 : 
存在 mxn 零 矩 阵 0 ,使 得 对 所 有 m xn 和 矩阵 4 都 有 
4+O=O+4=4， 
矩阵 0 完 爹 由 零 元 素 组 成 . 
每 一 个 矩阵 4 都 有 人 负 和 矩阵 一 4, 使 得 
A+(—4)=({(— 4)+4=0. 
和 矩阵 一 4 是 把 什 阵 4 的 每 个 元 素 a;; 换 成 一 ai 而 得 到 的 ， 
年 阵 的 减法 由 如 下 规则 定义 : | 
~ A—B=A+(—B). 
设 玉 是 一 个 纯 量 。 我 们 定义 R4 是 把 矩阵 4 的 每 个 元 素 a 
换 成 ka;; 而 得 型 的 矩阵 。 亦 即 
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/有 CI -** kai, 
A= 的 机 
kai “~ Ra 
特别 ,一 1. 4 一 一 4. 
从 上 述 定义 立即 可 以 得 到 下 面 的 定理 . 
定理 1 所 有 和 xx# 实 (或 复 ) 矩 阵 的 集合 在 上 面 所 定义 的 加 
法 与 纯 量 乘法 下 成 为 一 个 向 量 空间 。 这 个 向 量 空 间 的 维 数 是 
Mn, 
证 明 显然 向 量 空间 的 公理 都 满足 ， 要 证 明 它 的 维 数 是 mn， 
我 们 写 出 其 含有 mm 个 矩阵 的 基 。 把 记 - 元 素 为 1 而 其 余 元 素 都 
世 堆 的 站 xx2 和 矩阵 记 为 吾 , 例如, 当 到 一 2 一 3 时 ， 


局 -(! 0 0?) p -(。 ] ? -(? 0 1 
11 0 0 0 9 12 0 0 oF 13™ 0 0 0 多 


0 0 0 0 0 0 0 0 0 
B=( 1 0 0) mo=(。 1 0) B=(, 0 | 
. 得 于 矩阵 的 加 凌 与 纯 量 乘法 的 规则 , 任 一 和 挎 阵 4=.(ais) 都 可 以 表 
为 这 些 已, 的 线性 组 合 。 事实 上 ， 

4 一 0 人 十 Qt 有 2 十 十 Gy 十 十 Ga 
竹 者 ， 这 些 ,是 线性 无 关 的 ， 因 为 

Cut e+eoBit*.+ensBns=O (7) 

当 且 仅 当 对 所 有 的 ?7 都 有 ci; 一 0， 要 看 到 这 一 点 ， 只 要 注音 到 
《7) 式 的 左边 等 于 和 矩阵 


了 1 Cin 
C21 Con 
Cml "°° Cmn 


即 可 . 这 就 证 明了 mn 个 矩阵 尼 , 组 成 这 个 空间 的 一 组 基 ， 
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例 2 设 4 是 2x2 和 矩阵 
(全 
C d 
并 且 工 与 0 分 别 是 2x 2 的 恒 等 叫 阵 与 零 矩 阵 ， 证 明 ,和 矩阵 了 4， 
42, 43 与 44 一 定 满足 形 如 
colT+ciA+csA?+csAsi+ciAt= 0O (8) 
的 一 个 非 平 凡 关 系 式 ， 其 中 c; 是 不 全 为 零 的 纯 量 . 
这 五 个 拢 阵 属 于 一 个 四 维 向 量 空间 (定理 1), 所 以 是 线 任 极 
关 的 ,因此 有 形 如 (8) 式 的 非 平凡 关系 式 ， 证 毕 . 
我 们 已 经 证 明了 非 平凡 关 系 式 的 存在 性 ,但 并 未 具 体 地 把 关 
系 式 求 出 来 ， 和 参看 练习 12. 


2 3 1 1 _1 1 
4=( 0 —1 1 8 人 2 1 2 让 
写 出 矩阵 3 4, 一 2 B,3 4 二 2B,3 4 一 2 吾 。 


7. 如 果 和 矩阵 4 把 向 量 x 变换 为 x ( 即 x 二 4x)， 那么 秆 阵 5 4 把 3 
变换 为 什么 回 量 ? 


3 一 人 、 
8. 证 明 ,矩阵 ( ，“。) 林 以 表 为 一 个 膨胀 与 一 个 旋转 的 乘积 


9. 设 4 是 3x2 算 阵 ,8B 与 0 大 2x4 和 矩阵 证 骨 ， 
A(B+C)=AB+ AC. 
试 推广 之 . 
10. 设 4 与 妃 是 2x2 和 矩阵。 下 式 成 立 与 否 ? 请 证 明 你 的 断言 . 
(A+B):= A:+2 4B+ B:. 
il. 设 
1 一 4 一 8 
A= 7 -4 
一 8 —4 1 
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证 明 4:=7(3x3 便 等 矩阵 )。 可 以 证 明 , 在 直角 坐标 系 中 ,和 矩阵 4 表示 一 个 
反射 。 求 反射 平面 的 方程 ， 


12， 证明, 息 阵 4=( 。” ，) 清 足 关系 式 


A:—(ao+a)AT+(ad—bc)I=0. 
13. 已 知 %nxn 算 阵 4 与 BB 可 交换 ,证 朋 
(4A4—B)’:=A’*—3 A:B-+3 AB:—B'. 
当 4 与 B 不 能 交换 时 , (4 一 B)* 的 正确 展开 式 是 什么 ? 


10.5 和 矩阵 的 转 置 


m xn 和 矩阵 4=(a,;) 的 转 置 是 一 个 nx m 矩阵, 记 为 4', 它 

是 把 矩阵 4 的 行 与 列 互 换 而 得 到 的 。 因 此 

Qt G2 Cani 

Ql G22 *** Gm2 

A'= 

Gin zn “°°* Gmn 

如 果 我 们 令 4 和 = (6a4), 则 
al 一 CGI (R=1, 57 一 1 ,1m). 


4' 的 好 -元 素 等 于 4 的 友 - 元 素 、 例 如 ,矩阵 i 


的 转 置 总 | 


注意 , 对 所 有 矩阵 4 都 有 (4')'=4. 
列 向 量 
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的 转 置 是 行 回 量 x: 一 (1 82y， “* ,Xn), . 
对 所 有 mm xn 撼 阵 4， 乘积 4'4 与 44, 都 是 有 定义 的 ， 例 
如 , 若 4 如 上 所 示 , 我 们 有 : 


] —1 1 8 0 2 1—1 
44=( 3 2 ( )= 1 13 2 
~ 一 1 2 1 
0 1 一 1 2 1/ 


1 3 0 人 1 一 10 5 

GA 
一 般 地 说 ， 若 已 知 4 是 一 个 和 xu 和 扼 阵 ， 则 4'4 与 444 分 别 是 
n xn 和 矩阵 与 和 mx 和 mn 年 隆 ， 

例 3 以 转 置 的 语言 来 描述 长 度 与 内 积 - 

设 x 与 y 是 7 元 列 向 量 , 则 
yi 
: je (9) 
Yn | 
若 把 x 与 y 看 成 欧 几 里 得 空间 哆 " 中 的 向 量 ,我 们 便 有 Xx 与 y 的 
内 积 的 一 个 表达 式 


xy 一 (Zi | 


: xy 77 一 xy (10) 

特别 ， z : 
人 x,x>= xj?=xz。 (11) 
在 町 空 间 人 "(5.6 市 ) 中 ,这 两 个 公式 修改 为 
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x,y)=X'y 与 lxl?=x'x, (12) 


”其 中 羡 是 把 向 量 x 的 每 个 分 量 换 成 它 的 共 轿 复数 而 得 到 的 向 量 . 


我 们 注意 到 Xx 二 0 当 且 仅 当 x 是 零 向 量 。 再 者 ， x 与 y 正 交 当 且 
仪 当 立 y=n, 
: 骤 积 的 转 置 . 
设 4 与 B 分 别 为 m xs 与 nxp 焦 阵 , 置 C=4B。 我们 要 证 
明 C 的 转 置 | 
=(4B)'=B'A‘, (13) 
考虑 C 中 的 i- 元 
6 一 CN 一 GD 十 Ciopo + -+ QinD,, 
= bhi t Digag tt °° + Din Gu 
二 B'A' 中 的 RL- 元 素 ， 
所 以 ,矩阵 0' 与 B14' 是 一 样 的 . 
这 一 结果 是 用 归纳 法 证 明 下 述 一 般 公式 的 第 一 步 ， 
(4142 4) 一 4 .44 (14) 
对 称 和 矩阵 
一 个 矩阵 4 如 果 同 自 己 的 转 置 相等 ( 即 4= 4); 则 称 之 为 对 
称 和 矩阵 . 对 称 怎 阵 必 须 是 正方 的 ， 并 且 对 所 有 1? 7 都 有 ao 一 Go 
下 列 前 两 个 矩阵 是 对 称 怎 阵 ， 但 第 三 个 不 是 ， 


2 8 ? ， E 1 1 
(» _1) | (_, ,) 
对 称 和 矩阵 是 很 重要 的 ， 因 为 它 与 二 次 型 相 联 系 。 我 们 马上 就 
要 讨论 这 个 问题. 
练 2 


14， 设 
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2 一 】 3 1 
| 1 1 | | 2 ) 
0 1 2 —1 
计算 4x 与 (A4x)'。 验证 (Ax)'= 二 x'A‘. 
15。 举例 说 明 (4B)'=B'A': 及 (ABO)'=0'B8'4" 


16. 证 明 (4 十 有 ) 一 4 十 万 与 (kA)'=kA' 
17. 设 
1 2 3 
4=(， 一 1 1 
计算 4'4. 注意 ，4’4 是 对 称 和 卸 阵 。 
18， 一般 性 地 证 明 , 对 任 音 对 xz 矩阵 4, 4'4 是 对 称 和 矩阵 ， 
19. 设 4=(eii) 是 实 的 MX 各 矩 阵 ， 并 假定 A'4 一 0(nxn 零 和 矩阵 )。 


证 明 ,对 所 有 2 7 Qi 一 人 0， 
20. 证 明 公 式 (14)。 


“10.4 “二 次 型 与 埃 尔 米 特 型 


所 谓 zl …,zw 的 二 次 型 是 x1,，… ,x 的 一 个 多 项 式 ,其 中 
每 一 项 都 是 二 次 的 , 亦 即 ,每 一 项 都 形 如 a42i%, ,其 中 ao 为 疝 数 . 
例如 

3 XI+ Hi—2 VIN Ns 

就 是 x1,72,53 的 二 次 型 ， 

二 次 型 出 现在 数学 的 许多 分 支 中 ,例如 力学 (动能 与 势能 的 表 
达 式 ) ,几何 学 (圆锥 曲线 的 方程 ) 以 及 统计 学 中 (方差 与 协 方差 的 
表达 式 ), 

为 了 看 出 二 次 型 与 抢 阵 之 间 的 联系 , 我 们 来 计算 x 4x, 其 中 


必 1 CI CI 013 
X 一 { wo 1，4 一 |C2l G2 G23 1。 
国人 Gasi 03 Gas 


at 
4X==-|1a2l1X1l 十 Qo202 十 GQ2343 |, 
可 十 3242 十 43s343 
狐 以 
xi4xX 一 OICG1Z1 十 G1272 十 G1303) 十 wa2(G2121 十 G2202 十 G23Y3) 
+ Ts(Gs1T1+ Gs2%2 + GasTs). 
合并 同类 项 后 ， 我 们 得 到 
Xt4X 一 CGI1104 十 Go223 十 203383 十 (G12 十 Qn) Nis 
+ (qst+asi) Tira (G2s+ G32) za73， 

-我 们 知道 ,这 是 71,72,33 的 二 次 型 ， 

如 果 4 是 对 称 和 矩阵 (对 所 有 i,) 有 as= ajD) ， 上 面 的 式 子 简 
化 为 
妇 !4Xx 一 G11X1+Uo2d2+Cas3+26i2X122+2041312s+20237273。(]15) 

显然 ,ziyxz,zs 的 任意 二 次 型 都 能 表 成 x4x 的 形式 ,其 中 有 4 
是 对 称 和 矩阵 . 此外，( 对 称 ) 和 矩阵 4 的 选择 是 唯一 的 ， 我 们 称 4 为 
该 二 次 型 的 对 称 护 阵 ， 

上 面 的 计 论 可 以 之 无 困难 地 推广 到 各 个 变量 ( % 任意) 的 二 次 
型 ，n 个 变量 的 二 次 型 和 的 对 称 和 矩阵 当然 是 nx n 矩阵 . 

例 4 求 下 列 二 次 型 的 对 称 笔 阵 4， 

(i) 271 十 ZI3 一 474172 十 672733 

(ii) GZ1 十 28572172 十 Pi 

(iii) (zi 十 了 2 十 X3s)23 

(ivy) 3z2 一 2Z173 一 2X204。 

(i) Cl 一 2，ao 一 0，433 一 1，26i2 一 一 4，2013 一 0，20423 一 6。 


四 此 ， 
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(人 


(iii) (3X1 十 4 十 YX3 六 一 和 1 十 2 二 3 十 20102 十 2w183 十 202083》 


所 以 
111 
44 二 L1111. 
i111 
1 
0 0 了 0 
(iv) 4 一 0 3 一 工 
1 
> 0 0 9 
0 一 工 0 0 


Zi xn 的 二 次 型 x'Ax 可 以 用 农 " 的 内 积 的 语言 方便 地 表 
达 出 来 . 设 x 古 吉 " 的 向 量 ( 写 成 列 向 量 )， 而 4 是 实 的 n xn 和 矩阵， 
从 10.3 布 的 例 3 马上 得 知 
X' Ax—= 《x, AxX>. 
二 次 型 是 如 下 型 式 的 特殊 情况 ， 


x Ay=lx, Ay>= >, > airiy,, (16》 
1 一 1 j=1 


这 个 型 式 称 为 zi … ,wa 与 yi，……，yn 的 双 线 性 型 . 它 可 以 看 成 
是 z1,… ,x 的 线性 表达 式 ， 也 可 以 看 成 是 yj. … ,yn 的 线性 表 
达 式 ,这 一 点 解释 了 它 的 名 称 . 

我 们 下 文 所 需要 的 一 个 重要 关系 式 是 . 

x, 4y> 一 《4X,7>， (17) 

证 明 《A'x,y》=(A'x)'y=x'(A')'y=x' Ay=《x, Ay>. 

关系 式 (17) 对 任意 的 实 n xz 算 阵 都 成 立 ， 如 果 4 是 对 称 矩 
妹 , 则 


* 236 。 


<AXK，4y7> 一 <《4X，y>。 
”上 文 的 讨论 可 以 作 一 个 重要 的 推广 , 即 考虑 用 2" 的 内 积 表 . 
示 的 复 双 线性 型 ,下面 我 们 就 讨论 这 种 推广 . 设 4 是 %xn 复 从 
猴 ,而 (，> 表 示 Ur 的 内 积 , 则 . 


Cx, Ay)=x'Ay= Daziy,. z (18> 
i=l1 j=1 
这 是 1,……,F。 与 yi ,Yn 的 复 双 线性 型 下面 的 关系 式 成 
7: | 
x, Ay»= A‘x,y», : (19) 
这 里 4 表示 4 的 共 虚 , 即 把 每 个 ai; 换 成 5 而 得 到 的 。 这 个 关 
系 式 可 以 用 类 似 于 证 明 关 系 式 (17) 的 方法 来 证 明 。 注意 ,关系 式 
《17) 是 (19) 的 特殊 情况 , 即 4 是 实 和 矩阵 ( 故 4=4) 且 x 与 y 都 是 
实 问 量 的 情况 . 
一 个 nxn 复 和 矩阵 如 果 满 足 4 一 4 〈4 等 于 其 共 名 苇 量 )， 则 
称 为 埃 尔 米 特 矩阵 . 一 个 实 年 阵 是 埃 尔 米 特 矩 阵 当 且 仅 当 它 
称 和 矩阵 . 如 果 4 是 埃 尔 米 特 怎 阵 ， 则 
GX ,47> 一 《4X 723 
特别 ， z 
<x, Ax»—=<Ax,X», - 


当 4 是 埃 尔 米 特 阜 阵 时 ,表达 式 人 x, 4x> 称 为 埃 尔 米 特 型 .这 
就 推广 了 实 二 次 型 的 概念 . 
例 5 证 明 , 埃 尔 米 特 型 仅 取 实 值 
《xX,A4x》--《<4x,x》( 根 据 内 积 的 共 罗 对 称 性 ) 
二 《<x ,Ax》( 因 为 4 是 埃 尔 米 特 算 阵 ). 
由 此 可 见 《x ,Ax) 等 于 自己 的 共 思 ,所 以 是 实数 . 
例 6 下 列 筷 阵 中 哪些 是 小 尔 米 特 第 阵 ? 
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D( ip( ;ap(， 


5. 4—3; 一 2 一 6; 
(iv) | 4 二 3? 5 2 一 6 ) 
—2+6% 2+6: 8 

4 一 (ais) 是 埃 尔 米 特 矩 阵 当 且 仅 当 4'= 4， 亦 即 ， 对 所 有 的 
#3, 了 有 ,二 a;;。 特别, Gi 二 ai， 所 以 埃 尔 米 特 矩 阵 的 所 有 对 角 
元 灶 都 必须 是 实 的 ， 由 此 可 见 , 和 矩阵 ( 谤 ) 不 是 埃 尔 米 特 矩 阵 。 和 矩 
手 (i ) 也 不 是 ,因为 51; 闫 ast。 剩 下 的 两 个 矩阵 是 埃 尔 米 特 和 矩阵 - 

例 7( 说 明 例 5 的 实例 ) ” 写 出 埃 尔 米 特 型 (x, 4x》, 其 中 


1 4 \/TI 和 1 十 2 和 2 
4x=(_i 2) 儿 s)-( ia 
— 2/\Y, 一 2 和 1 十 272 


ZI 十 2V2 ) 


于 是 ， 
Cx A A= B10)( ae : 
= TIN (XT — INIT) + 2T2N., 

式 z 

后 面 的 若干 章节 中 我 们 解 某 些 动力 学 问题 时 ， 要 用 到 本 节 的 
一 些 结 果 。. 在 另外 一 些 领域 中 ， 我 们 还 可 以 发 现 这 些 结 果 的 其 他 
应 用 . 例如， 推广 到 某 些 酉 空间 的 埃 尔 米 特 型 在 量子 理论 中 起 重 
要 的 作用 . 下面 的 参考 书 曾 讨 论 到 这 一 课题 ，R，A.. Newing 与 
本 Cunningham, Quanium Mechanics,Oliver & Boyd,1968, 


练 习 . 
21. 求 下 列 二 次 型 的 对 称 和 矩阵 ， 


e 2Z33。 


(i) wi—271%s+ 123 
(i) Xi 二 Tr} 


22. 对 练习 21 的 每 一 个 对 称 矩 阵 ， 写 出 双 线 性 型 <x,4y>。 
、 1 2 、 -< 
23. 设 4 =(_ 2 ?让 计算 4x,4y>,《4x;y> 与 44 X,y>。 


24. 设 4 与 B 是 nxn 对称 算 了 泗 。 下 列 各 矩阵 中 哪些 一 定 是 对 称 矩 阵 f 
(i) 4+B (ii) 4 一 Bi (iii) 34 (iv) 4 (v) 4B. 
25， 一 个 矩阵 称 为 斜 称 抢 阵 当 且 仅 当 4'= 一 4， 下 列 各 矩阵 中 哪些 是 
卦 称 矩阵 ， 


/02 3 1 1 2 3 
(i) 7 0 -上 dD)[-2 0 -11 
一 3 1 0 一 3 1 0 


26, 设 4 是 任意 %nx%n 什 隆 .证明 4 二 4' 是 对 称 和 矩阵 而 4 一 4" 是 斜 称 
上 矩阵 。 举 数字 的 例子 说 明之 。 

27. 证 明 ， 任 一 正方 朱 阵 4 能 够 表 成 4 = 如 十 C ， 使 得 五 是 对 称 和 矩阵 
而 C 是 斜 称 和 矩阵 . 

[提示 ， 用 练习 26.] 

28. C 是 斜 称 和 矩阵 ， 证 明 ， 对 所 有 的 x 都 有 xOx=0。 

29. 下 列 和 矩阵 中 哪些 是 埃 尔 米 特 佐 和 阵 ? 


© aC) wa 


1 YY 一 2 
Ciii) -|- 0 or | 
2 2—i 2 
30. 设 4 与 BB 如 练习 29， 稍 设 


x-( 4 ) y=(,,). 
在 al : 中 计算 ， 


(i) Kx, Ay>; (ii) 《4x，y2 (iii) <x, By (iy)<Bx, y> 
《v) 《B'x,y>. 再 证 明 《x ,AX》 是 实数 ,但 Cx,Bx》 不 是 实数 ， 


2 
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第 十 一 党 和 矩阵 的 他 


11.1 引 论 


假定 4 与 3 是 两 个 "xn 矩阵 ， 使 
AB=BA=JI, | (1) 
这 里 了 是 交 x% 恒 等 矩阵 . 我 们 说 了 是 4 的 道 算 隆 , 记 为 五 = 4 
请 把 这 个 定义 同 逆 变 换 的 定义 作 比较 . 

如 果 4 有 一 个 逆 矩 阵 万， 则 B 是 它 唯一 的 逆 和 矩阵. 证明， 假 
如 C 也 是 满足 : : 
和 AC=CA=JI 
的 矩阵 ， 则 得 到 

C=1I0C=(BA)C=B(AC)=BI=B. 

一 个 正方 摔 阵 不 一 定 有 逆 矩 了 泗 、n xm 零乱 阵 0 就 没有 逆 算 
阵 ， 因 为 不 可 能 找到 一 个 年 阵 使 0B=T， 显然 ,表示 线性 变换 
全 的 矩阵 有 北 矩 阵 当 且 仅 当 有 北 变 换 。 因此 ，9.3 节 例 3 中 的 
矩阵 (i) ,(ii) ,(iv),(v) 与 (vi 有 逆 和 矩阵 ,但 抢 阵 (证 ) 没 有 。 

一 个 正方 矩阵 如 果 有 递 和 矩阵， 则 称 为 非 奇 异 的 ， 如 果 没 有 逆 
和 矩阵， 则 称 为 奇异 的 ， 

非 正方 的 甜 阵 的 逆 矩 阵 是 没有 定义 的 . 

本 章 中 我 们 要 研究 各 种 方法， 以 判断 一 个 已 知 的 正方 矩阵 是 ， 
否 为 奇异 环 阵 . 我们 将 发 现 ， 行 初等 变换 (最 初 在 2.2 节 介 绍 ) 的 
方法 对 此 目的 是 十 分 有 用 的 .下 一 节 中 ; 我 们 要 进 一 步 考察 这 种 
变换 . 

例 1 证 明 ,车 4 是 非 奇 异 矩 阵 , 则 4-! 也 是 非 奇异 第 阵 ， 

置 B=4 一 ， 从 关系 式 (1) 我 们 看 到 不 但 已 是 4 的 道 阜 阵 ， 栅 
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且 4 其 是 的 逆 和 矩阵 , 亦 旭 (A471)" "= 4， 
俩 2 假设 C 是非 硒 淖 和 时 个 ， 十 矩阵 4 使 C4=T。 证 明 ,4 是 - 
非 奇 异 的 . 
我 们 有 C-C4)=C-7 ,因此 4=C7- 根据 例 1 ,4 是 非 奇 
用 的 . 
练 习 
1. 用 几何 观察 的 方法 写 出 9.3 书 例 3 中 各 非 奇 异 和 矩阵 的 递 矩 阵 。 对 每 、 
一 情况 ,再 把 原 矩 阵 和 它 的 逆 和 矩阵 相 乘 ,以 验证 你 的 答案 . 
2. 假定 4B=AC 且 4 是 非 奇异 的 . 证 明 B=C. 
3. 已 知 4 与 B 是 nxn 非 奇异 矩阵 ,证 明 ,4B 也 是 非 奇 异 和 矩阵 ,并 写 些 
它 的 逆 征 阵 。 
工 提示 : 参 落 6.2 节 . ] 
4。 求 天 个 非 奇 蜡 和 矩阵 的 积 AiA,.* “4 的 提 矩 阵 。 


5. 设 4 上 与 B 是 nxn 非 奇异 矩阵 。 下 列 征 阵 中 哪些 一 定 是 非 奇异 的 ? 
0 — A; (ii) 5 A; (iii) A+8B; Giv) A 


6. 求 (， ”《 ) 的 池 剑 阵 ， | 


7. 假定 有 是 非 奇异 矩阵 。 如 果 BX =4BC ,能 否 推 出 了 二 AC? 求 出 下 
的 正确 表达 式 ， : | 
8 验证 下 面 八 个 矩阵 在 伟 阵 乘法 下 成 为 一 个 群 


(。 1 ) (1 四 0 0 1 (9 1 
(人 


提示 ， 态 这些 从 隆 看 成 为 旋转 与 反 英 ， 再 回 纪 我 们 对 对 区 所 壕 行 的 
讨论 . 

9， 以 下 而 的 坐标 系 为 参照 (图 78 )， 等 这 三 有 角形 的 对 次 用 交 示 成 为人 
咱 的 群 

10. 在 量子 力学 中 , 泡 利 自 旋 和 矩阵 


e。 24 。 


图 78 


0 1 0 一 1 0 
"= 人 (1 0 or 人 (， 0 一 (。 _1) 
天 于 描述 电子 的 自 旋 。 证 明 os=ay= 一 ci 一 7 ,然后 写 出 这 些 和 矩阵 的 逆 惩 阵 . 
再 证 明 os0y== 一 0y0s 二 i0,， 并 求 出 另外 两 个 类 似 的 关系 式 . 
证 明 ,o。 与 o, 在 矩阵 乘法 下 生成 一 个 8 阶 的 群 。 由 o,, ov 与 0, 生成 
的 群 的 阶 是 多 少 ? 
11. 证 明 , 上 矩阵 


-1 0 -1 1 

4=( 。 | 与 B=( 0 | ) 

满足 4"= 歼 =。 证 明 , 它 们 在 阜 阵 乘法 下 生成 一 个 无 限 阶 的 群 。 
5 提示， 考虑 B4 的 着 ,] 


12. 证 明 ， 和 气 阵 
5 2 一 4 
| 2 8 :) 
一 4 2 5 
满足 矩阵 方程 4: 一 9 4 一 0, 这 里 0 是 零 矩 阵 。 由 此 再 证 明 4 是 奇异 矩阵 . 


11.2 初等 矩阵 


设 4 是 m xn 和 矩阵 ， 在 2.2 节 中 ,我 们 介绍 了 三 类 可 施 于 4 的 
大 初等 变换 .为 了 易于 参考 ， 我 们 把 这 些 变换 重 写 在 这 儿 ， 
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类 型 1， 交 换 两 行 ; 

类 型 HI， 把 一 行 乘 以 一 个 非 零 常 数 ， 

类 型 II， 把 一 行 的 及 倍加 于 另 一 行 . 

我 们 现在 作 一 重要 的 注 记 ， 要 把 任意 一 个 行 初等 变换 施行 子 
4 ， 只 要 在 4 的 左边 乘 上 适当 的 mm x mm 和 窍 降 恕 . 


例 3 
我 们 以 4 是 4x 3 和 矩阵 
Ql CI2 41s 
4 = Gx G22 G23 
Gs Ga3s Gss 
Gu G42 Gs 
的 情况 来 说 明 上 面 的 往 记 . 
类 型 1， 要 把 4 的 第 二 行 与 第 四 行 交 换 ， 只 要 把 4 左 乘 以 答 
时 
1 0 0 0 
太一 0 0 0 1 , 
0 0 1. 0 
0 1 0 0 
因为 / 
1 0 0 0 al Gi2 913 Gil Gia G1i3 
0 0 0 1 1c G2 G23) | G42 443 
0 0 1 0 jas G2 G33 Les asa ass 
0 1 0 0 4 042 os G21 022 023 
类 型 I， 要 把 4 的 第 三 行 乘 以 一 2 ,只 要 把 4 磊 乘 以 矩阵 
z 1 0 0 0 
,= 9 ” | 3 
0 0 一 2 0 
0 10 0 1 
因为 


e 2 。 


1 0 0 01/alil aiz 01s 

0 1 0 0 do ts ta9 

0 0 一 2 0 作 CGsl asz 6ss 

一 0 0 0 1 ga G1 43 
| G12 Qi1s 
G21 G22 G23 

一 2asl 一 2aa 一 2ass 上 
G41 G42 G43 


类 型 I， 要 把 4 的 第 四 行 的 倍加 于 第 一 行 ,只 要 把 4 左 笠 
以 矩阵 


1 0 0 
0 ] ‘0 0 
总 3 一 9 
0 0 1 0 
0 0 0 1 
因为 
/ 1 0 0 RY\ /a a CI3 
0 1 0 01aos ar azs 
0 0 1 0 las Qs G33 
0 0 0 1/\qys Qs 043 


| Qi+ kaos Qi12 + Raso Qi13 二 尼 G@s3 


加 Ga21 G22 G23 
Adsl G32 . G33 
G41 O42 G43 


显然 ， 和 矩阵 4 有 多 少 列 是 无 关 紧 要 的 一 -上 面 所 给 的 左 乘 因 
子 ;在 所 有 4xn 怎 阵 上 实现 行 变 换 , 而 不 论 ”是 什么 数值 。 
像 上 面 的 如 1 , 妃 ; 与 鼠 s 这 样 的 年 阵 ,只 要 用 它 左 乘 , 便 可 实现 
行 初等 变换 ， 这 类 矩阵 称 为 初等 矩阵 ， 根 据 它 们 所 实现 的 行 初等 
变换 的 类 型 ， 我 们 又 分 别称 它们 为 类 型 1, 类 型 II 或 类 型 HII 的 初 


世人 4。 


等 怎 阵 . 

一 个 初等 扎 降 必须 是 一 个 正方 惩 阵 ， 如 果 它 是 m x m 给 阵 ， 
它 当 然 只 能 碟 乘 在 如 xy 和 矩阵 上 .而 知 xa 和 扼 阵 4 上 的 每 一 个 行 
初等 变换 ,都 对 应 唯一 的 初等 定 隆 劝 , 它 以 左 乘 ( 亦 即 如 4) 实现 这 
个 变换 . 
.有 一 个 简单 的 办 法 求 出 及 来。 考察 = 如 1， 这 里 TJ 是 mxm 
恒 等 算 阵 . 由 此 可 以 看 出 ， 人 
变换 而 得 到 的 ， 请 以 上 面 所 讨论 的 三 个 例子 来 验证 这 个 规则 . 
面 再 举 一 例 . 

例 4 求 对 应 于 下 列 行 初 等 变换 的 5x5 官 等 乍 阵 : 

(i) 把 第 二 行 与 第 五 行 交 换 ; 

(ii) 把 第 二 行 的 R 倍 加 于 第 五 行 


设想 把 这 两 个 变换 施 于 5x5 恒 等 矩阵 
1 0 0 0 0 
0 1 0 0 0 
0 0 1 0 ol, 
0 0 0 1 0 
0 0 0 0 1 
我 们 便 得 到 
1 0 0 0 0 
: 0 0 0 0 1 
(i) B=j0 0 1 0 0 
0 0 0 1 0 
0 1 0 0 0 
1 0 0 0 0 
0 1 0 0 0 
(ii) Es=|0 0. 1 0 0| 
0 0 0 1 0 
0 k 0 0 1 
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请 验证 施行 初等 变换 (i) 与 (ii) 于 任意 5xm 邱 阵 4 后 ,得 到 的 
矩阵 确实 分 别 是 局 4 与 轧 4。 

现在 我 们 给 出 初等 矩阵 的 一 个 重要 性 质 .， 

定理 I 所 有 初等 短 阵 都 是 非 奇异 的 ， 并 且 它 们 的 逆 箱 隆 也 
是 初等 矩阵 . 
”证 明 这 一 结论 可 从 行 初等 变换 都 是 可 逆 的 这 一 事实 得 出 . 
假定 与 8" 分 别 是 对 应 于 某 个 行 初等 变换 及 其 逆 变 换 的 初等 抵 
阵 ， 此 时 ,对 所 有 mr.x 短 阵 4 都 有 瑟 * 忆 4= 4， 此 外 , 亦 不 难看 
出 ,如 8"4 二 4. 令 4= 了 ,我 们 得 到 

: E*p=EE"=I, 

所 以 BE"=B-!. 

例 5 求 例 3 中 各 初等 入 阵 的 逆 短 隆 

B11 一 忆 ，. 一般 地 说 ， 对 应 于 类 型 工 的 初等 变换 的 矩阵 总 是 
等于 自己 的 地 从 阵 ， 

要 消除 a( 对 4) 的 作用 ， 我 们 必须 把 (至 :4 的 ) 第 三 行 乘 以 


0 
0 


0 1 
1 


最 后 , 忆 站 玫 生 “用 对 应 的 变换 必须 是 从 第 一 行 减 去 第 四 行 
的 & 倍 . 因而， 
一 尺 
0 
) 小 
1 


hp 
CO 
DO 二 必 
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定理 HI 有 限 个 初等 算 阵 的 乘积 是 非 奇 异 的 ， 
证 明 参看 11.1 节 的 练习 4 . 
在 本 节 结 束 之 前 ， 我 们 还 机 :用 初等 给 阵 的 语言 复述 一 下 行 等 
价 的 定义 ， 并 用 它 来 复述 早先 的 一 个 结 吉 果 ， 
定理 II 47B 当 且 仅 当 存 在 一 组 初等 矩阵 召 ，…，, 辟 ， 使 
得 B=E,*.RiA. 
.定理 IV 一 个 mxn 和 矩阵 4 总 可 以 表 为 
A=E...E,R . 
的 形式 ,其 中 ,,…… ,Bi 是 m x.tp: 初 等 悠 隆 , 而 是 一 个 m xn 
简化 阶梯 形 和 抢 阵 ， 并 且 AXR, Ri 
证 明 ' 根据 2.3 节 及 上 面 的 定理 111 ,我们 能 够 找到 一 个 简化 
阶梯 形 和 矩阵 玉 和 一 组 初等 算 阵 Pi,，… ,了 ,使 BR 二 Fe,. 玉 14, 所 
以 A= 71. P51， 了 因为 初等 入 阵 的 这 从 降 也 是 初等 和 阵 
定理 证 毕 . 四 
练 习 
13. 写 出 对 应 下 列 3xn 撼 阵 上 的 行 初等 变换 的 初等 天 阵 ， 
(i) 把 第 三 行 乘 以 一 2 ，- : 
《这 把 第 二 行 的 一 3 倍加 于 第 一 行 ; 


ya 交换 第 一 行 与 第 三 行 ， 
， 写 出 练习 13 各 信 阵 的 逆 短 隆 ， 并 说 明 它 们 所 光 应 的 行 和 等 雪 半 ， 


15。 把 矩阵 
(1 2 一 3 一 8 
AL 2 0 


表 成 4 二 妃 ,…… 刀 ;RR 的 形式 , 其 中 如,，*… ,局 ,为 初等 算 阵 ,而 忆 是 简化 阶梯 


形 和 矩阵 . 
16. 证 明 ， 给 合 定 任 意 一 个 M x% 年 阵 4， 则 存在 一 个 非 奇 异 矩 阵 C， 使 


“CC4 是 简化 阶梯 形 和 矩阵 ， 


17. 设 4 二 (qj) 是 mx%n 先 阵 ， 把 它 的 行 记 成 行 向 量 | 一 (Gili013 
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Qin) Bs 二 (G21022' Gaza) 等 等 。 我 们 可 以 四 这 些 向 量 把 4 写成 
和 | 1 
aa 


4 一 
- 有 mm， ， 
证 明 ， 如 果 B=(5,， ) 是 rx mm 和 矩阵, 则 乘积 B4 是 7xn 和 矩阵 
bia 十 Diz82 十 bina 


bua ba i ‘Donan | 
BA= es 入 Ca 吉事 ” “ 
十 六 ;28 te bnAn 
”因此 ,B4 的 行 是 4 的 行 的 线性 组 合 。 
- 由 正文 中 出 现 的 矩阵 按 此 方法 构 作 矩阵 的 乘积 B4 ,特别 ， 就 万 是 初等 和 
阵 的 情况 作 此 练习 ， 


1 -在 正 方 拓 降 中 的 应 用 


现在 假定 4 是 正方 的 mp x m 算 阵 ,并 且 47 BR, 其 中 展 是 简化 
阶梯 形 矩 阵 ， 则 只 有 两 种 情况 ， 

(i 五 的 每 一 列 都 含有 行 的 首 元 素 . 因为 A 是 正方 矩阵 ， 仅 
有 的 可 能 是 情 =T(m x m 恒 等 矩阵 ); 或 者 

(ii) 五 中 某 一 列 不 含有 行 的 首 元 素 ;， 在 这 种 情况 下 ， 中行 
的 首 元 素 一 定 不 是 过 级 地 延伸 到 右边 , 而 是 跳 过 某 一 列 ， 所 以 五 
的 最 后 一 行 仅 含 零 元 素 ， 下 面 的 5x5 简 化 阶 梯形 逢 阵 涪 明 了 这 
种 情况 ， 


© OO oO oO 
OO oO oPpDeo 
OO oO ow SY 


en 
. Le | 
mp 


我 们 要 证 明 , 4 是 非 奇 异 的 当 且 仅 当 上 述 第 一 种 可 能 性 出 现 ， 
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亦 色 47 了。 我们 需要 一 个 引 理 ， 

引 理 工 设 忆 是 一 个 矩阵 ， 它 的 最 后 一 行 仅 含 零 元 素 . 再 设 
M 作 是 一 个 矩阵 ,使 乘积 RM 有 定义 。 则 瑟 1 的 最 后 一 行 也 只 含 
零 元 素 . 

证 明 用 11.2 节 的 练习 17 。 

定理 V 一 个 正方 矩阵 4 是 韭 奇异 的 当 且 仅 当 4 行 等 价 于 
恒 等 矩 降 .。 : 

证 明 ”和 先 假 定 47 I. 根据 上 一 节 的 定理 IV, 此 时 存在 一 组 
初等 矩阵 加 1,……, Bi 使 A= 召 1…: 了 召 ;. 所 以 ， A Br bi, 
亦 即 4 是 非 奇 异 的 .。 

反 过 来 ,假定 4 不 是 行 等 价 于 ， I. 此 时 A rR ,这 里 玉 是 个 简 
化 阶梯 形 托 阵 , 且 它 的 最 后 一 行 仅 含 零 元 素 ， 于 是 ,存在 一 组 初等 
和 矩阵 忆 ; ,万 :使 
1 (2) 


> 
| 
by 


所 以 
R= Ei!l: .B71A, (3) 
根据 假定 , 4 有 着 和 矩阵 47-1, 把 (3) 式 的 两 边 怖 次 右 汪 以 全 1,E, 
. *, 避 ,, 我 们 得 到 
RR(A-iE!1:..E,)=I1. (4) 
据 引 理 ,(4) 式 左边 是 一 个 最 后 一 行 仅 含 零 元 素 的 矩阵 , 因 此 不 等 
于 恒 等 些 阵 。 这 与 (4 式 了 矛盾。 证 毕 . 
我 们 可 以 把 上 述 定理 用 初等 矩阵 的 语言 竹 述 如 下 . 
定理 V 的 推论 一 个 正方 矩阵 4 是 非 奇 蜡 的 当 且 仅 当 它 可 表 
为 初等 矩阵 的 乘积 ， 
A= Ei.. 万 ， 
此 外 ， ,如 果 4 是 奇异 的 ， 则 它 可 表 为 4 二 召 1…. 加,BR 的 形式 , 这 里 
加 1,，… ,加 是 初等 人 械 阵 ,而 请 是 一 个 简化 阶梯 形 矩 隆 , 并 且 其 最 
后 一 行 仅 含 零 元 素 。 
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定理 V 提供 了 甜 阵 非 奇 异性 的 一 个 简单 判别 法 , 用 行 初等 变 
换 把 矩阵 4 化 为 简化 阶梯 形 矩 阵 忌 ， 如果 R=1, 则 4 是 非 奇 异 
的 ;车 RT, 则 4 是 奇异 的 ， : 

如 果 4 有 蕊 第 阵 , 则 它 可 在 上 述 判别 过 程 中 作为 副 产 品 而 算 
出 来 .假定 4 是 非 奇 异 的 ,而 ，,*… ,了 是 初等 矩阵 , 依次 施行 
它们 所 对 应 的 行 变换 ,就 把 4 变 成 工 。 换 句 话说， 


T=F,... FA. 
所 以 
ATl= PiePI=F-- FP, | (5) 
由 此 可 见 ,( 依 次 ) 施 行 把 4 化 为 了 的 那些 行 变 换 , 就 把 了 上 化 为 
A-1. z 
例 6 求 
1 1 一 3 
(= 0 ?| 
—3 5 0 
的 送 和 托 阵 ， 


我 们 希望 用 行 变换 同时 变化 4 与 了 ,因此 ,把 这 两 个 矩阵 写 在 
一 道 是 很 方便 的 ， 


4 I 


1 1—3 1 0 0、 
(i 0 2 0 1 中 
—35 0001 
现在 我 们 把 这 个 选 署 的 所 阵 化 为 简化 阶梯 形 ( 如 表 10 所 示 )。 
把 4 化 为 了 的 同一 过 程 也 把 工 化 为 4-!， 国 此 ， 


10 15 —2\ . 
A“i~| 6 9 一 !| - 
5 8 一 ! 


。250 。 


变 化 过 程 和 抵 阵 


以 第 一 行 的 首 元 素 为 主 元 ， 1 1 -3 1 0 0 
清理 第 一 列 0 1 -1 1 1 | 
(用 两 个 类 型 III 的 变换 》 0 8 -93 0 1 
以 第 二 行 的 首 元 素 为 主 元 ， 10 -2 0 -1 0 
清理 第 二 列 01-1 1 1 :| 
(用 两 个 类 型 III 的 变换 . 00-1 -5-8 1 
标准 化 第 三 行 /1/10 -20-1 0 
3 1 -11 1 | 
0 0 1 5 8 -1 
以 第 三 行 的 首 元 素 为 主 元 ， 1 0 0 10 15 一 2 
请 还 第 三 列 0 1 0 6 9 | 
| 0 0 1 5.8 -1/ 
例 7 了 从 
2 一 3 1 
4 一 | 2 3 一 2 
4 0 一 
是 非 奇 异 的 吗 ? 


用 行 初等 变换 ， 我 们 求 得 
11 0 0 
Arilo 1 01 
\0 0 0 
因而 4 是 奇异 的 . 
下 面 的 定理 在 下 一 章 中 有 一 定 的 重要 性 . 
定理 VI 设 4 是 nxn 算 阵 ,x 是 列 向 量 


交 1 


着 
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则 由 2% 个 关于 v1 “…,%" 的 线性 方程 组 成 的 齐 次 方程 组 
“Ax=0 (6) - 
有 非 平凡 解 当 且 仅 当 4 是 奇异 的 ， 
证 明 先 假定 4 是 奇异 的 。 此 时 ， 存 在 一 个 简化 阶梯 形 乍 阵 
RB , 它 的 最 后 一 行 仅 由 零 元素 组 成 ,并 使 47 有 R。 根据 2.3 节 的 定 
理 1 方程 组 : 
Rx=0 : : (7) 
与 方程 组 (6) 同 解 。 假定 有 R 有 7 (过 %) 个 非 零 行 ， 根 据 2.4 节 的 
定理 III, 方 程 组 (7) 的 通 解 中 有 w 一 "(之 0) 个 自由 变量 。 因 此 , 方 
程 组 (7) 有 非 平凡 解 ,从 而 方程 组 (6) 也 有 非 平 凡 解 . 
反 过 来 ,如 果 4 是 非 奇 异 的 , 则 4x=0 蕴涵 着 
x=A 1i(AxX)= A 10=0., 
因此 ,在 这 种 情况 下 方程 组 (6) 没 有 非 平 几 解 . 证 毕 ， 
最 后 , 我 们 叙述 一 个 定理 ， 它 把 22" 中 线性 无 关 性 的 判别 法 
( 3.2 节 ) 与 本 节 的 讨论 联系 起 来 ， 
定理 VII 设 4 是 nxn 实 和 矩阵、 4 是 非 奇异 的 当 上 且 仅 当 A 
的 行 (看 作 完 * 的 向 量 ) 线 性 无 关 ， 
对 于 复 和 矩阵 ,类 似 的 定理 也 成 立 ， i 
为 判定 一 个 和 矩 隆 是 否 有 逆 和 矩阵 ,本 节 已 提出 了 若干 充 要 条 件 。 
此 外 还 有 一 个 条 件 * ,并 且 可 能 是 最 有 用 的 条 件 。 它 要 牵涉 到 行列 
式 的 概念 ,我们 接 下 去 就 要 介绍 这 一 概念 了 。 


练 习 


18. 下 列 和 矩阵 中 哪些 是 非 奇 异 的 ? 如 果 是 非 奇异 的 ， 求 它 的 逆 和 矩阵 。 
3 1 


2 
1 2 $0 1 2 4 1 3 
i ; Cir 0 5 01j; 1ii , 
0 (， 4 ) ;| D1 1 0 
一 1 1 一 _2， 


” 参看 12.2 刷 的 定理 V1 
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19. 把 练习 18 中 的 非 奇异 矩阵 表 为 初等 乍 阵 的 敢当 


20. 求 气 阵 
00 10 0 
0000 1 
1 0 0 0 0 
0 1 0 0 0 
人 i 0°.0 0:1 0 


的 滥 从 障 。 一 人 下 坟 和 隆 如 果 得 行列 都 正好 只 有 个 元 素 为 1， 1 ， 其 全 元 
素 全 是 零 , 则 称 之 为 置换 怎 隆 ， 你 能 说 明 用 此 名 称 的 理由 多? 
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第 十 二 章 行列 式 


12.1 引 论 与 定义 ， 
行列 式 最 初 是 在 ”个 未 知 数 ”个 线性 方程 的 理论 中 引进 的 . 
考虑 n=2 的 情况 。 只 要 alaza 一 alzazi 关 0, 我 们 用 消去 法 得 知 ， 
方程 组 | | 
1101 十 G12%2 = bb, (1) 
Gut1+ G2202 一 Da 
有 唯一 的 解 
01G22— 02G12 


党 | 一 
Gl11QG22 一 Gi2G21 


__ Daal 一 Dicla 
G11G22 一 G120G21 ” 


表达 式 


on G12] 
一 CCG22 一 412031 (2) 


G21 G22 
称 为 系数 矩阵 4= (au ) 的 行列 式 。 它 通常 记 成 (2) 式 那样 ,或 者 记 
为 |4| 或 det 4。 一 个 2x2 矩阵 的 行列 式 称 为 二 阶 行列 式 . 

例 1 设 4=(ai,) 是 2x2 和 矩阵 , B 是 交换 4 的 两 列 历 得 到 
的 矩阵 . 证 明 181 = 一 14|. : z 


G2 G11 
B= 


Ce 
一 一 


O11 ,| 
boi oa? 加 


C22 Gol 


岂 以 1B|=011622 一 012b21 二 G42021 一 G11022 一 一 14|. 下面 的 命题 也 
是 正确 的 ;如果 交换 4 的 两 行 ,所 得 到 的 矩阵 的 行列 式 等 于 一 | 4|， 
例 2 证 明 , 齐 次 方程 组 


+ 234 * 


61121 十 01273 一 0) (3) 
C21XL 十 02272 一 0 
有 非 平 凡 解 当 且 仅 当 | 4 1=0， 
设 141= aiiey 一 alaca=0。 我 们 先 处 理 4=0( 零 矩阵 ) 的 情 
况 。 此 时 zk: 与 za 的 任意 值 都 是 方程 组 (3) 的 解 ， 当 4 了 0 时 ,4 
中 某 个 元 素 ( 例 如 a12) 非 零 。 我 们 希望 方程 组 有 如 下 的 解 ， 


-2 (k 任意 )， 


组 信和 显然 是 (3) 的 第 一 个 方 各 的 解 它 也 是 第 二 个 方程 的 解 ， 因 
为 从 141=0 推 得 


ZX1 一 天， 录 2 一 一 


GiiR 
az + a2a( 一 a ) 
= (gua —anam) = 一 41 一 = 0。 
12 


如 果 41s=0 而 4 中 其 他 某 个 元 素 非 零 , 也 可 同样 论证 。 
反 过 来 , 若 {14| 关 0， 我 们 能 够 得 到 这 个 方 程 组 的 唯一 (平凡 
的 ) 解 ,正如 本 节 开 头 所 指出 的 那样 ， 
再 考虑 n=3 的 情况 . 我们 问 ， 齐 次 方程 组 
G11+ 6l2z3 十 01323 一 0 
02121 十 G2202 十 6G2303 一 0， | (4) 
GsiX1 + 03202 十 Gs3d3 一 0 四 
满足 什么 条 件 时 才 有 A 假定 方程 组 (4) 有 非 平凡 解 
| wi1=ki, =ks, ws=ks, 
设 其 中 Rs 天 0。 把 xi,za 与 ys :的 这 组 什 代入 方程 组 (4)， 再 用 后 两 
个 方程 把 | 与 &z 用 Rs 表 出 . 我 们 得 到 
(G21082— G81022) Ri1 + (G23032— G22033) Rs=0 
与 
(G22031— G32021) Rs 十 (dzsasl 一 G214ss)Rs 一 0。 


这 两 个 方程 可 用 二 阶 行列 式 写 成 


。255 。 


C21 G221,. C22 23 
7 a Ri 一 4 0 Ks, 
3l 32 32 .…033 
aa aa 。 (5) 
[2 | 22 21 CC23 - 
Ra 一 一 Es, 
. C3l . G32 1 G31 GQ3s1 
G22 4 
把 方程 组 (4) 的 第 一 信条 | ;并 把 (5) 的 两 个 方程 
32 , 二 四 
代入 ， 得 到 
| 422 0Q23 021 (28 
| dll 一 Qi2 
Qs Qsa| Gal U33 
[#2 ton | . | 
十 Ci1s j*s=0. (6) 
C31 人 32 


因为 我 们 假定 &s 关 0, 所 以 得 知 花 括号 里 的 式 子 必须 等 于 和夫. 这 个 
式 子 就 称 为 3x3 矩阵 4= (a ) 的 和 了 列 式 ,: 


|4|= an 022 423| ai 031 223 4 go 21 022 
Q32 G33 431 Qa3 31 G032 
(7) 
把 (7) 式 展开 ,我 们 得 到 时 
14| =G11022033— G11023032— G12021033 
+ G12023031 + G13G21033 一 G13Q23031。 (8) 


3 x 3 矩阵 的 行列 式 称 为 三 阶 行列 式 . 
我 们 曾 假 定 ks 去 0。 当 ks=0 而 如 果 720 时 ,也 没有 必要 把 
这 些 计算 从 头 再 做 一 遍 , 而 只 要 把 上 述 的 列 指标 2 与 3 互 换 即 可 . 


我 们 得 到 方程 (6) 的 稍 加 修改 的 形式 ， 由 此 浅 出 使 方程 组 (4) 有 非 
平凡 解 且 za 一 有 0 的 条 件 . 这 个 条 件 是 i 
Ca23 422 G21 a2 a aos | 
G11 一 Qi13 + Qi2 一 0 
233 032 CQ3l AQ32 Qal 33 | 
\9) 


把 此 式 与 (7) 式 对 照 ,我 们 看 到 ,(9) 式 的 左边 等 于 一 | 4 1， 同样 ， 
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假定 &i 天 0 也 得 出 一 14] =(0 的 结论 。 因此 ,我 们 证 明了 ,如 果 方 
程 组 (4) 有 非 平 几 解 , 则 14|=0. 闪 道 命题 也 是 正确 的 (参看 13.1 
五 的 定理 了 D， 

我 们 现在 希望 把 所 引进 的 二 阶 与 三 阶 行 列 式 的 定义 加 以 推 
广 ,而 给 出 ” 阶 行列 式 的 定义 。 带 着 这 个 问题 ,让 我 们 再 来 仔细 考 - 
察 由 (8) 式 定义 的 三 阶 行列 式 。 我 们 作 如 下 注 记 ， 

(i) 每 一 项 都 是 G1i,G2;, Gi, 的 形式 ， 其 中 列 指 标 1 $2, bs 是 
1,2,3 的 一 个 排列 . 如 果 一 项 的 行 指标 是 按 自然 顺序 1,2,3 出 现 
( 象 上 面 所 写 的 那样 ) ,我 们 就 说 这 一 项 写成 了 标准 形式 . 

(ii) 一 共有 六 项 . 多 一 项 都 号 成 标准 形式 时 ,达旦 项 代表 
了 列 指标 所 有 可 能 的 排列 . 

(iii) 4 的 主 对 角 线 元 素 的 乘积 的 项 walliazzass 带 正 号 ， 

(iv) 任意 两 项 如 果 差 别 仅 在 于 交换 了 两 个 列 指标 ， 则 它们 
所 带 的 符号 相反 .例如 ， 411423432 丰 于 由 Qu422033 交换 列 指标 2 与 
5 而 得 到 的 ,所 以 带 负 号 . 如 果 我 们 再 把 auazsasz 的 列 指标 1 与 
2 交换 , 便 得 到 aaxzsas:。 这 一 项 带 正 号 . 

(v) 一 般 地 说 ,awayuasu 带 正 号 还 是 负 号 ,取决 于 它 的 列 指 
标的 排列 计 , 记 ,is 是 由 自然 顺序 1, 2， ?经 过 代数 次 还 是 奇数 浆 交 
换 而 得 到 的 . 

这 些 注 记 可 以 用 对 列 指 标 1,2,3 的 置换 来 叙述 . 

(i) 每 一 项 都 是 a1wcy92rc243xc3) 的 形式 , 这 里 x 是 对 1,2,3 
的 一 个 置换 , 称 为 与 G1xc)02s e243xc3; 相 关 的 置换 . 明确 地 说 ， 与 
G1 G29.08 ,相关 的 置换 是 


( 1 2 ) 
如 一 二 和 四 是 
$1 ?2 73 


例如 , 与 Qi1s021432 相 关 的 置换 是 
x=( 1 3 、 
3 1 2 ) 


gs 57 


这 个 置换 可 以 用 循环 的 记号 写成 x 二 (132). | 
(二 一共 31 项 ,代表 了 对 符号 -1,2,3 的 所 有 可 能 的 置换 
(iii) 与 恒 等 置换 相关 的 项 带 正 号 ， 
(iv) 如 果 r 是 一 个 对 换 ( 交 换 两 个 符号 ), 则 与 x 相关 的 项 和 
与 rx 相关 的 项 带 相 反 的 符号 ， 这 两 项 的 差别 是 交 换 了 两 个 列 
指标 。 明确 地 说 , 如 果 + 交换 了 符号 与;， 则 Girn CG2r sx C2)" 
Garxc9) 是 由 Glsc1)024 203xc3) 交换 列 指标 i 与 j 而 得 到 的 ， 例 如 ， 
G12 Qaz39G3t 是 与 x 二 (123) 相 关 的 . 交换 列 指 标 2 与 3, 我们 得 到 
Qi13 Qz2zasi( 交 换 了 加 线 的 指标 ). 这 一 项 是 与 rx 相关 的 ， 这 里 * 一 
(23)。 验 证 ,rx 二 (23)(123) = (13). : 
(v) 与 x 相关 的 项 带 正 号 还 是 负 号 ,取决 于 x 是 偶 置换 还 是 
奇 置换 . 
下 表 中 我 们 列 出 了 三 阶 行 列 式 | 41 中 所 出 现 的 项 ， 


表 11 
项 相关 的 置换 机 偶 性 项 的 符号 
Canamgs 但 等 抽 ， + 
QiiG2a033 i : 《23) 一 
da021033 (12) 一 
Q12G23G31 (123) + 
dad20s 132) + 
人 13 你 22G31 (13) -一 


我 们 现在 能 够 给 2 阶 行 列 式 ( 也 就 是 %x%n 旺 阵 的 行列 式 ) 


下 定义 了 . 
定义 I 设 4=(ai) 是 mxm 和 矩阵，4 的 行列 式 定义 为 


| 4 [|= 2 士 OlecDGanc2) Gnrcn), 《10 ) 
这 里 的 和 是 对 1,2,°*°,7 上 的 所 有 2 个 置换 并 取 的 ,每 项 前 面 带 
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正 号 还 是 负 号 ， 取 决 于 是 偶 置 换 还 是 奇 置换 . 
例 3 在 5x5 竹 阵 4=(oaos) 的 行列 式 141 的 展开 式 中 ， 出 
现下 面 哪些 项 ? 带 什么 符号 ? 
(i) G11023G310440523 《这 ) qlsG20310450523 
(iii) aa6C410ssG64012。 
“GD 项 不 出 现 ， 因为 符号 1 作为 列 指标 出 现 两 次， (让) 项 出 
现 . 其 相关 的 置换 为 
(: 2 3 4 5 
3 4 1 5 2 
这 是 奇 置换 ， 所 以 (ii) 项 带 负 号 . 
(iii) 项 也 出 现 ， 它 的 标准 形式 为 ai29G25033941454。 相关 的 置 
换 为 


een 


(1 2 3 4 5 
25 3 1 4 
这 是 奇 置换 ， 所 以 (0 项 也 是 带 铀 的 ， 

例 4 求 行列 式 / 


)_ ss0 -40m 


a bse d 
b a 6 ae 
b ¢ a da 
b cd da 


蝴 开 式 中 52ca 项 的 系数 ， 

把 上 面 行列 式 的 ? 行 7 列 交叉 点 上 的 元 素 记 为 fo 因为 六 
是 bed 的 因子 ， 我 们 只 要 考虑 涉及 jafai， f12f a1 下 或 ff 的 
项 . 其 中 第 一 种 可 能 性 可 以 排除 ， 因 为 在 此 行列 式 中 没有 形 如 
fiazfaifs_ -的 项 可 以 等 于 Bcda。 据 此 ， 我 们 得 出 此 行列 式 展 开 
式 中 同类 于 bcd 的 项 ， 如 表 ]2 所 示 。 可 见 ， 在 展开 式 中 2 cd 
和 的 系数 是 +1 一 1 一 1 二 一 1. 
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训 12. 


天 7 (123) 个 + 
fi fa fe: fos (1243). 奇 一 
六 . (1234) 次 一 


练 。 习 


“1. 在 6x6 乍 阵 4=(ai) 的 行列 式 | 4 | 的 展开 式 中 ， 出 现 下面 哪些 
项 ? 带 什 么 符号 ? 
( 1) G0230s:0400ss001 
(ii) asGesGasGie02dGs; 


(iii) GsGss0s Oudsed 0, 


2， 求 值 ， 
1 2 3 3 0 1 GD CC 
jz (ii 0 5 0 | (iiiil 0 0 0 | 
3 4 5 一 1 1 —l de ff 
a 0du 2 3 一 | 
(iv)} 5 0 :| (v)10 1 | 
co 于 - 0 0 5 
010 0 0 
000 1 0 
(vi)| 0 0 0 0 1|. 
1 . 0.00 0 
001 0 0 
3. 证 明 ， 方程 组 
X1 十 27: 十 3 IT 一 0， 
2 7 十 3 wa 二 47 一 0， 
3 十 47: 十 5 一 0 
有 非 平 凡 解 。 


2600， 


4. 证明, 如果 4 是 %x 抢 阵 ,R 是 纯 量 , 则 
IE41 = 和 141。 


12.2 行列 式 的 行 变换 


用 % 阶 行列 式 | 41 的 定义 来 求 它 的 值 是 一 个 宛 长 的 过 程 ， 它 
牵涉 到 ?1 项 的 计算 .- 本 节 中 我 们 将 发 现 ,用 行 了 初等 变换 的 工具 把 
4 化 简 为 阶梯 形式 后 ，| 4 | 的 值 就 很 容易 隶 出 来 了 。 这 一 方法 还 
有 一 个 长 处 ， 它 揭示 了 行列 式 与 线性 方程 及 矩阵 的 一 般 理 论 之 间 
的 联系 . 

我 们 先 考虑 某 些 较 易 求 其 生 j 列 式 值 的 矩阵 ， 

定理 1 设 4 是 nx 2 矩阵 且 它 有 一 行 全 是 零 , 则 | 4 [=0， 

证 明 ”假定 4 的 第 i 行 全 是 零 ， 则 对 任意 置换 = ?Aix D 一 0， 
所 以 ，| 4 | 的 展开 式 中 每 一 项 都 含有 因子 零 . 

” 例 5 求 |4 1 的 值 ， 其 中 : 

Ql N12 Ql13 CI 
0 az2 ass 24 
0 0 ass 434 
0 0 0 ak , 

考虑 | 4 | 展开 式 中 的 非 零 误 lrcDG2x(5G3x(3)Ghr0 因为 
ai 一 at 一 04s 一 0， 所 以 一 定 碌 (4) 二 4。 由 于 z 是 1,2,3， 4 的 轩 
换 ， 得 知 z (3) 天 4, 所 以 一 定 要 一 (3) 一 3.， 如 此 继续 下 去 , 我 们 看 
到 ，| 4 | 中 唯一 -的 非 零 项 是 G11922033044. 这 一 项 带 正 号 ， 因此 ， 
14| 一 411422433C44。 

， 上面 这 个 矩阵 4 是 上 三 上 三 角 短 陈 的 一 个 例子 。 上 三角 矩阵 就 是 
主 对 角 线 下 方 的 所 有 元 素 都 是 零 的 逢 阵 ， 类 似 地 ， 一 个 矩阵 如 果 
其 主 对 角 线 上 方 的 所 有 元 素 都 是 零 ， 则 称 为 下 三 角 仿 隆 、 上 三 角 
矩阵 或 下 三 角 氟 阵 都 可 简称 为 三 角 惩 陈 。 注 意 ， 如 果 一 个 撼 降 婚 
古 上 三 角 和 矩阵, 又 是 下 三 角 和 矩阵 , 则 它 只 能 在 主 对 角 线 上 有 非 零 元 
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素 。 这 样 的 矩阵 称 为 对 角 年 阵 ， 

不 难 把 例 5 推广 成 下 面 的 定理 . 

定理 I_ 2 xa 三 角 和 矩阵 4 《a4) 的 行列 式 值 等 于 其 主 对 全 
线 元 素 的 乘积 ， 亦 即 

[41 一 aaaz “Gane 
特别 ,17| ==1, 这 里 了 天 示人 恒 等 矩 阵 . 

我 们 已 经 知道 任意 一 个 正方 甜 阵 都 能 够 用 行 初等 变换 化 简 为 
阶梯 形 和 矩阵 . 根据 定理 I ,阶梯 形 和 矩阵 的 行列 式 值 容易 求 出 (阶梯 
形 矩 阵 都 是 三 角 和 矩阵 )。 我 们 现在 要 研究 行 初等 变换 对 行列 式 值 
的 影响 ， 然 后 得 出 把 一 个 行列 式 化 简 为 阶梯 形式 来 求 出 它 的 值 的 
方法 .为 此 和 目 的， 考虑 如 下 一 些 例子 。 

例 6 比较 下 面 两 个 矩阵 的 行列 式 ， 

Ci 412 G13 G14 G15 G1 Ci G13 CH Gi15 

lo! 022 G23 024 (25 Go G22 G23 G2 G2s 4 

4 一 | 71 72 73 44 Ys 与 B=|l yi yz ys yy ys | 
Gal C42 043 G44 Ch46 Ga G42 G43 G44 G5 
Yi1 YY2 Ys yh Ys WI Y2 Wa Y4 Wi . 

矩阵 是 把 矩阵 4 的 第 三 行 与 第 五 行 交换 而 得 到 和 的， 我 们 的 
记 法 强调 了 这 一 事实 。 注意，1 4 | 的 展开 式 中 的 任意 一 项 在 1 B | 
的 展开 式 中 也 出 现 ， 反 之 亦 然 。 考虑 | 4 | 中 基体 的 一 项 ， 例 如 
1 一 aiz2042473445y1， 我们 把 它 写 成 了 标准 形式 ( 2 与 y 所 带 的 下 标 
是 列 指标 ). 在 1 [中 ,同一 项 的 标准 形式 是 taaatyiatszs. 因 此 ， 
在 14 | 中 与 置换 x 一 (1245) 相 关 , 而 在 | 了 | 中 它 与 置换 rr 相 

关 , 其 中 = 是 对 换 (13)。 可见 t 在 | 41 与 1B1 的 展开 式 出 现时 带 
相反 的 符号 ， 

这 一 论证 过 程 可 以 用 于 证 明 ，| 4 | 展开 式 中 的 每 一 项 在 | B 1 
展开 式 中 出 现时 带 相反 的 符号 所 以 1 B1== 一 | 41. 

”容易 把 这 一 例子 推广 成 如 下 的 重要 结果 ， 如 果 B 是 把 正方 箱 
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阵 4 的 两 行 交换 而 得 到 的 矩阵 ， 则 | 如 = 一 | 41. 


-_- 例 7 求 行列 式 的 什 ， 
1 3 2 5 
: “|, 1 sa & 
-141= 。 
8 7 一 0 3 
2 1 3 4 


不 需要 展开 ! 只 要 注意 到 | 4 | 的 第 二 行 与 第 四 行 相同 ， 把 它 
们 交 贤 并 不 改变 任何 东西 。 但 是 ,根据 上 面 的 结果 ,这 一 交换 产生 
的 行列 式 的 值 是 一 1 41. 因此 ,| 41== 一 ] 41, 故 | 41j=0. 

一 般 地 说 ， 车 4 是 任意 一 个 有 两 行 相同 的 矩阵 则 | A|=0 

例 8 证 明 


Ql Qi2 G13 01 Ci G12 G13 G14 


CQ21 COG22 C623 00241 O21 G22 G023 C24 
Qs1 Qa2 Qs3 6G34 Qs1 CQ3s2 G33 G34 
Ch1 G12 043 G44 Qt G42 043 G4 | 


由 定义 ， 左 边 的 行列 式 等 于 


2 ， 土 Gxty (Ca Asn Orc) 


三 € >》 ， 士 Gln(DC2x(27CG3r(37C4s0t)9 


结论 得 证 . 
例 9 证 明 四 
O11 G12 Cls Ql! G12 G13 ail O12 ais 
Pitgq1 Pat+q2 Pst+gs | 一 | Pp: 2 Ps |+|9 9 qs |。 
G31 Qs2 G33 431 G32 G33 G31 G32 G93 


?与 9 所 带 的 下 标 是 列 指标 。 左边 行列 式 的 展开 式 是 


2 十 ln.n( Parc? 十 Qc ) sw) 


二 2 土 GixD Pr Ges + 2, 士 Glr(DQ&xn(2)Qsr(3) 
皇 机 . 
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= 右边 两 个 行列 式 的 和 。 … | 
例 10 设 4=(a,) ) 是 nxn 矩阵 ， 证 明 


Ql11 - G12 Gin 
和 
Qil Qi Gin 
重油 一 一 | A | 
Gt Roast Gs2t Ra Gyn tt Rain 
Gai Gn2 2 Unn 
用 与 例 9 类 似 的 论证 过 程 , 我 们 得 知 ,左边 的 行列 式 等 于 
Ql G12 Gin GQ11 CIi2 Qin 
Ci Ci2 Gm |. Qil Qi2 Qi 
oo | vvoo。o。 
Gil Gi2 Gn Rail kai, Rain 
人 
Qnl On2 Cn On! Ca2 *** Cnn 


二 | 41+k( 一 个 % 行 与 7 行 相 等 的 行列 式 ) 
二 | 4 1( 根 据 例 7 后 面 的 说 明 )， 
刚才 完成 的 这 些 例题 说 明了 行 初 等 变换 对 行列 式 的 影响 。 我 
们 把 所 得 到 的 结果 总 结 成 下 面 的 定理 . 
定理 HI 假定 把 下 面 的 行 初等 变换 施 于 nx ,矩阵 4 上 ， 
类 型 I， 交 换 4 的 两 行 ,得 到 4 
类 型 I， 把 4 的 一 行 乘 以 。 ,得 到 4,， 
类 型 HI， 把 4 的 一 行 的 倍加 于 另 一 行 ,得 到 4;. 
则 | 
1411= 一 141|，14s|=c14l，14s1=14|. 
定理 II 与 定理 III 为 求 行列 式 的 值 提供 了 简捷 的 方法 .为 了 
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求 | 4 | ,我们 先 用 行 初等 变换 把 4 化 为 阶梯 形式 。 根 据 定理 IIL， 
每 一 步 所 得 的 行列 式 是 与 | 4 | 密切 相关 的 .最 后 的 阶梯 矩阵 是 个 
三 角 和 矩阵 ， 它 的 行列 式 值 可 以 用 定理 开 求 出 。 

例 11 求 | 41 的 值 ,其 中 


0 2 8 
3 4 5 


反复 应 用 定理 TII ,我们 得 到 如 表 13 所 示 的 计算 过 程 
最 后 一 个 行列 式 是 三 角 的 ， : 


所 以 ,根据 定理 II， 
-141I= 一 2.1.2.11 一 一 44。 
家 13 
行 列 式 变 换 方 法 
2 4 一 ? 
El=-|lo 2 3 把 1、2 行 交换 。 
3 4 5 
| 2 -1 | 
| 4 .5| 上 
1 2 -1 
=-2|0 2 3 把 1 行 的 -3 倍加 于 3 行 。 
0 -2 8 | 
1 2 -1 
一 一 210 ?2 3 把 2 行 加 于 3 行 ， 
0 0 11 


便 13 求 | 41 的 值 ,其 中 
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仿 上 一 个 例题 ， 我 们 得 到 


0 6 一 3 


后 一 等 号 成 立 是 根据 例 7 后 面 的 说 明 。 
例 12 的 矩阵 4 最 初 是 在 -11.3 节 的 例 7 中 出 现 的 .那里 证 明 
了 4 是 奇异 和 矩阵。 比较 这 两 个 例题 ， 你 便 可 想像 出 奇异 矩阵 与 它 
的 行列 式 之 间 的 一 般 关 系 了 . 下 文 的 定理 VI 就 叙述 这 种 关系 ， 
现在 先 让 我 们 分 析 一 下 初等 矩阵 与 行列 式 的 关系 。 
定理 IV 当 万 是 类 型 1 类 型 II( 把 一 行 滋 以 0) 或 类 型 I 
的 初等 矩阵 时 , 吾 的 行列 式 值 分 别 为 一 1,c 或 1. 
证 明 ”把 矩阵 4 的 两 行 交换 ， 相 当 于 左 乘 一 个 类 型 1 的 初等 
和 矩阵 如, 根据 定理 TI,18B41== 一 | 41， 特 别 , 置 4 二 了, 便 得 到 
zl=IBIl=—|lIl=~1l. 
定理 的 其 余 两 种 情况 同 理 可 证 . 注意 ,在 所 有 情况 下 ,| 刀 | 夫 0. 
”定理 VY 设 轧 是 一 个 初等 什 降 , 则 |B4|=1B||4]. 
证 明 设 是 类 型 1 的， 此 时 ， 四 
jE4|= 一 |4| ”〈( 据 定理 HI) 
=]1|14| 〈 据 定理 IV)。 


其 余 两 种 情况 同 理 可 证 ， 
定理 VV 的 推论 ”如 果 加, 如,,*…… ,加 , 为 初等 矩阵 , 则 : 
[EBa.*..B.Al=|E|lB|.…|E.llAl,. (1) 
证 明 据 定理 V， : 
i | Bi(B2*: ‘B.A)|=|B1||B,.. “BA. 
再 重复 应 用 定理 V ,结论 即 得 . 


定理 VI 一 个 正方 矩阵 4 是 非 奇异 的 当 且 仅 当 |4| 尖 0. 
证 明 由 11.2 刷 的 定理 IV,4 可 以 表 成 
A=El...E.R (12) 
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萝 形 式 ,其 中 局 … ,加 , 为 初等 矩 陈 而 及 是 简化 阶梯 形 和 矩阵 . 
先 假定 4 是 非 奇异 的 ， 此 时 ,根据 11: 3 节 的 定理 V， 4 表 成 
(12) 的 形式 时 R= 二 了。 所 以 
141=1B .BITI - 
:这 是 一 组 非 零 数 ( 据 定理 IV) 的 积 ,所 以 41 关 0. z 
反 过 来 ,如 果 4 是 奇异 的 , 它 表 成 (12》 的 形式 时 五 的 最 后 一 行 
‘ 仅 含 零 元 素 , 因 此 | BR1=0( 据 定理 1 )， 由 此 可 见 } 4|=0. 
乘积 的 行列 式 
上 文中 的 定理 是 许多 行列 式 理论 问题 的 基础 ， 我 们 要 用 这 些 
定理 来 证 明 一 个 重要 结果 ， 两 个 矩阵 乘积 的 行列 式 等 于 行列 式 的 
各 0 
定理 VII 1438 一 141131. 
证 明 ”把 4 表 成 (12) 的 形式 ，4 二 恕 … .加 ,下 。 根 据 (11) 式 ， 
{4B|={B...B,.RBI=|B|.……|E.|| RBI. (13) 
:如 果 4 是 非 奇异 的 ， 我 们 有 及 二 TJ， 此 时 4 二 召 … 召 ,, 于 是 
141=1B1|.…|E.|. 
又 ,BB=18B8==B。 因 此 ,(13) 式 变 成 
14B|=|1411B|. z 
如 果 4 是 奇异 的 , 则 玉 的 最 后 一 行 仅 含 零 元 素 ， 由 11.3 季 
的 引 理 1， 了 BB 的 最 后 一 行 也 仅 含 零 元 素 。 因 此 , [RBI=0， 从 
神 由 (13) 式 得 到 |4B31=0。 又 因为 141=0( 据 定理 VD ,我 们 也 有 
1411BI=0, 证 毕 “| 四 
”定理 VII 的 推论 14142.…4,|=|411|14z1.…14,]. 
证 明 反复 应 用 定理 VII. | 


例 13 设 : : | 
a —b C —d 
4=(, 让 B= 人 (5 小 
求 14|,18] 与 148| 的 值 ,并 导出 a,5,c,d 的 一 个 恒等式 。 
a 267 9 


4B= (2 一 (GCC 站 ， 
CC 二 DC 4 一 DC 
而 |4118|=14B|1。 展开 以 后 我 们 得 到 

(a2 十 02)(c2 十 C2) 一 (ac 一 DC)2 二 (GCC 十 Dc)2。 
这 个 恒等式 说 明了 ， 如 果 两 个 整数 都 能 表 成 整数 的 平方 和 ， 则 它 - 
们 的 积 也 能 表 成 整数 的 平方 和 。 例如 , 13 一 22+ 32,29 一 22 十 52， 
财 13.29 一 377 一 1 十 162。 加 
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5。 从 定理 I 出发， 直接 证 明定 理 IV。 
6， 用 行 初等 变换 求 下 列 行列 式 的 什 ， 


1 1 -1 一 ! 
1 6 7 z 1 1 1 1 
i 3 4 —9. i / . 
Ci) 9 D1 
一 2 —5 8 
1 1 1 1 


2. 5 3 —2 


一 2 
Ci) 1 3 —2 2 
-1 -6 4 3 
7 . 斌 求 当 4 为 向 慎 时 ,2 方程 组 
一 2 xX, 十 x; 二 ph 
2 一 2 一 人 7， 
有 非 平凡 解 。 对 每 个 这 样 的 思 ， 求 方程 组 的 通 解 ， 
[提示 ,把 所 有 含 wx: 的 项 妇 到 左边 ,再 用 12.1 节 的 例 2.] 
8. 证 明 , 一 组 正方 矩阵 的 乘积 4,4,…A4, 是 非 奇 异 的 当 且 仅 当 每 个 4。 
人 =1,.…,r) 都 是 非 奇 异 的 。 
9. 求 下 述 行列 式 的 值 ,把 结果 表 成 因子 的 积 ， 
1 a a’ 
1 b 5b:|, 
1 ce ce’ 


10. 4 与 B 都 是 正方 窍 阵 , 且 4B 二 I( 人 恒 等 和 矩阵 )。 证 明 4 与 B 可 交 


12.3 行列 式 的 列 变换 - 


我 们 现在 要 证 明 ， 一 个 矩阵 的 行列 式 等 于 它 的 转 置 的 行列 
式 。 这 个 结果 很 重要 , 因为 它 使 我 们 也 可 以 变换 行列 式 的 列 来 求 
它 的 值 ,就 像 变换 它 的 行 来 求 值 一 样 . 
我 们 先 考虑 初等 矩阵 的 转 置 的 行列 式 . 
定理 VIHI 设 殖 是 任意 初等 矩阵 ,至 ' 为 它 的 转 置 , 则 | 8'| = 
[El|. 
证 明 ”类 型 1 与 类 型 II 的 第 阵 部 等 于 自己 的 转 置 '， 类 
型 III 的 初等 矩阵 是 主 对 角 线 上 都 是 1 的 三 角 和 矩阵 ,加 ' 具有 同样 
的 性 质 , 所 以 二 者 的 行列 式 逢 都 是 1. 由 此 可 见 ,在 所 有 情况 下 都 有 
[至 = 一] 到， z 
定理 IX 设 正方 矩阵 4 中 有 一 列 元 素 全 是 零 , 则 |41=0. 
证明 在 |4| 的 展开 式 中 ,每 一 项 都 含有 来 自 零 元 素 列 的 因子 
是. 
”定理 XX ”对 任 一 正方 矩阵 4,144=14|。 
证 明 根据 11.3 节 定 还 V 的 推论 , 4 可 以 表 为 4=B1-… 思 ,及 
的 形式 , 当 4 非 奇 异 时 , 尽 一 7T; 当 4 奇异 时 ， 有 一 行 金 是 零 ， 由 
12.2 节 定理 VII 的 推论 ， : 
4 =1Bi BR 04) 
再 者 ,4'= R's.… 如 1( 据 10.4 节 的 公式 (14)), 所 以 
TR al! z 
=|E'||E,l.|B|. 15) 
( 据 定理 VD. 又 , 当 B= 1 或 有 一行 j 全 是 零 时 , 都 有 | 8'| = 
[五 |; 在 前 一 情况 下 这 一 等 式 是 显然 的 ,因为 天 = 了 7。 在 后 一 情况 
下 ,RB' 有 一 列 全 是 零 , 所 以 与 天: 的 行列 式 值 都 是 零 。 
- 把 (14) 式 与 (15) 式 相 比 ,我 们 看 到 ,在 任何 情况 下 都 有 14:| = 
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定理 X 的 推论 ”把 12.2 池 定理 HI 中 的 “ 行 ?全 部 换 成 “ 列 ”， 
定理 仍然 成 立 . 


例 14 
4 1 一 3 十 开 :4 
4 1 一 3 
-12 0 | -12 0 9+ 二 (一 12) | 
8 3 一 6 。 
8 3 “6+ "8 
4 1 0 
-| -12 0 0|=0. 
8 3 0| 


在 此 ,只 用 了 一 个 类 型 HI 的 列 变换 就 足以 把 行 列 式 的 值 求 出 来 
了 . 


练 习 
11. 求 行列 式 的 值 ， 
3 2 3 
6 0 6 
一 3 一 1 一 3 


12. 设 4 是 斜 称 矩 阵 


本 0 ob 
‘(= 0 | 
—b —¢e 0 
先 证 明 14| = 一 14'| ,再 推出 |41=0. 


13. 一 般 性 地 证 明 , 奇 数 阶 的 斜 称 矩 阵 的 行列 式 值 是 等 ， 


12.4 把 行列 式 按 一 行 (一 列 ) 展 开 
再 卷 虑 xm 年 阵 4 一 ta ) 的 行列 趟 的 定 立 1 (12. 地). 每 
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一 项 正好 含有 第 一 行 的 一 个 元 素 为 因子 , 亦 即 ,正好 含有 callyalz， 
“al 这 些 元 素 中 的 一 个 为 因子 . 含 all 的 项 正好 是 使 x(1)= 
1 的 那些 项 .它们 的 总 和 是 


TD 士 G2z(2) ** Qnrcn), (16) 


这 里 的 和 下 遍 1,2,…,n 上 的 (x 一 1)!1 个 使 (1)=1 的 置换 ,而 
每 一 项 带 正 号 还 是 负 号 ,取决 于 x 是 偶 置换 还 是 奇 置换 。 (16) 式 
中 出 现 的 = 事实 上 是 .2,3，…,n 上 的 置换 。 据 此 , 我们 看 出 (16) 
式 中 的 和 己 等 于 (2 一 1) 阶 行列 式 


G22 G23 Gon 

G32 G33 dan 
M':= 3 

| Gna Cn3 Onn 


它 是 把 141 的 第 一 行 与 第 一 列 取 掉 而 得 到 的 。 z 
一 .一般 地 说 ,把 4. 的 第 i 行 与 第 ,jj 列 取 掉 去 得 到 的 14| 的 子 行 
列 式 记 为 Mi;, 它 称 为 |4| 的 余子 式 ， 
141 的 展开 式 是 这 样 开头 的 ， : 
14| 一 Ai 十 
现在 考虑 141 中 全 ala 的 项 . 先 交换 第 一 天 与 第 - 列 ,把 ais 换 到 
1,1 位 置 . 


an G12 13 *** Gin Ql2 Ci tis *** Oin 
(G21 G22 (G23 “°° G2n O22 Co21 G23 '** Qon 
14 1|= 大 和 和 二 一 一 二 生 

Cai Ca2 Gn3 “°°* Onn Gn2 Onl Cao "** Gnn 
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| 
Q21 G23 *** Gan| | 


' Qs1 G33 “°°* G3 
二 一 Ql121. 


| : 


| Gr Gn3 “** tnn 


十 与 ia 无 关 的 项 


一 一 alias 二 与 Cl 无 关 的 项 . 
为 了 求 14| 中 含 a1s 的 项 的 总 和 , 先 把 ols 换 到 第 二 列 (交换 
第 二 列 与 第 三 列 ) ,再 把 它 换 到 第 一 列 (交换 第 一 列 与 第 二 列 ) ,从 
而 使 它 到 达 位 置 (1,1)， 用 此 方法 我 们 保证 了 原 第 三 列 外 的 各 列 
仍 按 原 顺序 排列 .每 次 列 的 交换 各 产生 一 个 负 号 ,因此 / 


Gi3 CI Gi2 G14 *** 
(G23 G21 G22 (G24 ，。。 


1 4 = 十 - 。 。 |= + asMis+ 与 413 无 关 的 项 ， 


Qn3 Gnl Gno Gn4 i 


如 此 继续 下 去 ， 我 们 得 到 
14| 一 41 人 1 一 4 人 1 十 ansMi—.. + (~D'awMi,. “(17) 
展开 式 (17) 称 为 141 按 第 一 行 的 展开 式 . 这 就 推广 了 12. 1 的 
(7) 式 . 

类 似 地 ， 我 们 可 以 得 到 按 第 一 列 的 展开 式 
[Ai=anMiu—axMataMym +(—1)"r oan M1. (18) 

更 一 般 地 说 ,我 们 能 够 得 到 14 接任 意 一 行 或 任意 一 列 的 展 
开 式 . 这些 展 开 式 最 好 用 |4| 的 代数 余子 式 4 写 出 ,4;; 只 是 余 
子 式 带 上 适当 的 符号 ， z 

z A;;=(—1)'™M,,. z 《19) 

从 用;, 到 4;;， 所 添加 的 符号 可 以 在 如 下 阵列 的 第 1 行 与 第 了 列 
的 交 义 点 上 找到 ， 
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一 十 一 十 
+ 一 十 一 。 (20) 
不 难 证 明 ， 
14}=anAit+awArt + GonGia (21) 
( 按 第 i 行 的 展开 式 》 
= 
| 4] =a1;Ais + G2,A2,+ .+ GnsA,s (22) 
( 按 第 .j 列 的 层 开 式 ) 
例 15 按 第 二 列 展开 , 求 行列 式 
1 2 3 一 -| 
0 一 1 3 
141= 
一 0 0 2 
0 一 3 2 0 
的 值 . 
上 从 展 开 式 (22) 及 (19) 式 (或 符号 和 卸 阵 (20)) ,我 们 得 到 
1 4|=—a1Mis+ G2 M2— G3 M32 + a42 M2 : 
5 一 1 3 1 8 一 I 
一 一 2| 一 2 0 2|+0+0+(—3)| 5 —1 3 
0 20 —2 0 3j 
5 3 3 —1 1 3 
-2(-2| ， cy) 1 站 2 | 


(两 个 三 阶 行 列 式 都 按 第 三 行 展 开 ) 
一 4(10 十 6) 十 6(9 一 1) 一 6( 一 1 一 15) 一 208.。 
求 例 15 的 行列 式 的 值 的 方法 有 多 种 . 上 面 就 是 一 个 很 好 用 
的 方法 。 下 面 的 方法 也 可 供 选 择 ， 
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1 2 3 -lh 2 3 一: 

5 0 一 1 3 1 一 19 一 1 8| (以 类 型 III 的 行 变换 
一 9 0 0 2 0 14 | 6 0 清理 第 一 列 ) 

0-3 2 0olo 33:2 io 


—10 一 16 8 | 
=| “4 6 0 ( 按 第 一 询 展开 ) 
一 3 2 0 


=8 | : ,| ( 按 第 三 列 展开 ) 


一 8.26 一 208 
例 16 证 明 
1 a 02 
D=I1 0 b=(a—b)(b—ce)(c—a)., 
1 CC ce? 


把 妃 展开 并 分 解 因子 ,容易 验证 这 个 公式 . 但 是 ,并 非 一 定 要 
这 样 做 . 我 们 把 思 看 成 a,5,c 的 多 项 式 , 可 以 证 实 它 必 须 含 有 因 
子 (a 一 5)， 因为 车 在 D 中 置 a= 5 ， 则 行列 式 的 前 两 行 完全 相同 ， 
它 的 值 变 成 零 ， 因 此 ， 根 据 余数 定理 , D 被 (a 一 6) 整除 . 同 理 , PD 
有 因子 (5 一 ¢ ) 与 (6 一 4)。 所 以 ， 

+ D=k(a—060)(b—e)(c—a), z 

有 一 定 是 与 4 ,b,c 无关 的 常数 ， 因 为 在 D 的 展开 式 中 没有 次 数 
高 于 3 的 项 出 现 . 最 后 , D 中 bc? 的 系数 等 于 1 ,因为 bc? 除 作为 
主 对 角 线 元 素 的 乘积 出 现 外 ,就 不 再 出 现 了 。 由 此 可 见 

例 17 证 明 , 2” 阶 行列 式 
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2cosg 1 0 0.0 +. ... 0 
1 2c080 1 0 0 二 让 要 生源 兴 0 


1 4.,1 = 0 1 2cos0 1 0 wee Yee 0 
0 0 0 oo si。 1 2cosb 
满足 递 推 关系 式 : 
[A,+2|—2cos 0 Asrl+|A,|=0, (23) 
据 此 再 证 明 . 
San te ( 当 sin0 关 0 时) 
14,|= n+1 ( 当 0=2kx 时 ， 其 中 户 为 整数 ) 


《1)"(n+1) ( 当 0=(2k+1)z 了 时 ). 
(在 动力 学 的 一 个 问题 中 , 这 是 一 个 重要 的 行列 式 . 参看 D， 
E.Rutherford, Clagsical Mechanics, Oliver & Boyd， Third 


Edition, 1964,893.) 
把 14:zj(a+2 阶 行列 式 , 其 中 +2>3 ) 按 第 一 行 展开 ， 


1 1 0 ee。 0 
0 2cosg 1 0 
1 2c0s0 . »" 


0 
| A,;2| =2c0s0| 4 一 1 0 0 1 


0 0 0 oo.. 1 2cos0 
. =2c0s0| 4,.;1| 一 14,|， 
关系 式 (23) 得 证 。 我们 利用 关系 式 (23) 对 % 归 纳 证 明 |4,| 的 公 
式 . 首先 ,公式 对 % 二 1 与 % 二 2 都 成 立 ,其 证 明 贸 作 练习 。 请 注 
” 意 ,在 能 够 用 关系 式 (23) 求 | 4,| 之 前 ,|41 | 与 14,1 都 必须 知道 , 所 
以 ,在 这 个 归纳 法 证 明 中 ,只 验证 ==1 的 情况 是 不 够 的 . 
现在 假定 我 们 已 经 证 明了 当 sin96 冯 0 了 时，- 
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sin(m+1)0 _ Sin 十 2)0 


1 4 一 sing 与 1 4。:| = SinB 
此 时 ,根据 关系 式 (23)， 
加 sin(m+2)0 sin(m+1)0 
14m431 一 2cos6 sing sing  。 
再 者 ， 和 


2sin4 cosB=sin(A+B)+sin(A—8B), 
所 以 

2 sin(m+2)0 cos0=sin(m+ 3)0+sin(m 十 1)0 
由 此 得 出 


1 Sin(m 十 3)0 
1 A,.:,| Sinf 


这 样 , 我 们 用 归纳 法 完成 了 sinb 天 0 的 情况 的 证 明 。 其 他 情况 也 
“可 以 用 归纳 法 证 明 ; 或 者 把 它们 看 成 当 0 趋 近 于 x 的 倍数 时 的 极 
限 ,这 样 ,过 程 会 更 简短 一 些 。 , 
练 习 


14， 用 不 同 的 方法 求 本 章 所 出 现 的 行列 式 的 值 , 
15。 求 行列 式 的 值 ， 


1 6 4 7 10 6 7 
3 4 2 一 |63 3 2 
1 | 
Do 0 2 ol is o 4 一 9 
-2 -5 -1 38 -2 0 —5 8 


[提示 ， 按 适当 的 行 或 列 展 开 .] 
16。 证 明 ，%s 十 1 阶 行列 式 


z aa 
De 

a aa 
含有 因子 (z 一 9)*， 求 其 另 一 个 因子 ， 并 写 出 Desri(z) 的 因子 分 解 式 。 
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17。 把 例 17 的 解答 补充 完整 
18。 试 求 ， 当 x 取 何 值 时 ， 行 列 起 


rb cd 让 : 
bob rrre d 
-be x da 
b ¢e d zx 
和 -er” -二 
等 于 零 ? L = 
19。 设 :4dr 为 1 阶 行列 式 |4| 的 代数 余子 式 。 
() 证明 
| | 本 Gs dln , 
zi 4 十 zi 十 十 2 | Ts 可 ee 和 S| 


. , Bal ‘Ons “'' Gn 
即 把 141 的 第 行 换 成 (z1,+;，,……，x,) 岳 得 到 的 行列 式 ， 
(ii》 由 此 推出 ,车 7 关 &, 则 
aunAyitaiaAdnst Taindin=0, 

20. 一 个 nxn 矩阵 4 的 俯 隐 规 隆 定义 为 代数 余子 式 的 吞 险 

A A = 


adjA4= 


全 如 四 
证 明 , 4adj4=1417, 其 中 了 为 nxn 恒 等 给 阵 - 
[提示 ， 用 练习 19 ,] 
由 此 推出 , 非 奇 蜡 怎 阵 4 的 赣 垂 阵 可 由 下 ` 式 给 出 ， 


| 
A™ Tadj4。 
21。 设 
_1 —2 3 /i 0、\ - 
和 2( 1 _ 1) “一 0 小 
和 4 一 AT1, 其 中 外 是 纯 量 . 
2。 证明 ,含有 三 个 不 共 线 点 (a;,b;,01)(i=1,2,3) 的 平面 的 方程 是 
9277 。 


23。 求 通过 点 (8， 一 2,2)，(2， 也 一 4 (2,4, 一 6) 的 平面 的 方程 ， - 


12.5 行列 式 与 线性 方程 组 


行列 式 的 最 重要 的 应 用 基于 下 而 的 定理 ， 这 个 定理 总 结 了 正 
方 矩阵 、 线 性 方程 组 以 及 行列 式 之 间 的 相互 关系 . 

定理 XI 设 4 是 ?”x2 和 矩阵 , 则 下 列 各 款 是 等 价 的 ， 

(a)4 是 奇异 的 ( 即 4 没 有 地 矩阵 和 

(b)141=0. 

(e) n 个 未 知 数 % 个 方程 的 齐 次 方程 组 4x=0 有 非 平 凡 解 
( 即 异 于 z= 二 zs 二 =z 二 0 的 解 ). 

(d)4 的 行 线性 相关 . 

(e)4 的 列 线 性 相关 。 

证 明 前 四 款 的 等 价 性 由 12， 3 节 的 定理 Vi 以 及 11.3 区 的 


定理 VI 与 定理 VII 得 出 .(e) 喜与 其 他 各 款 的 等 价 性 ， 可 从 如 下 
的 等 价 条 款 得 以 证 实 ， 

4 有 线性 相关 的 列 : 

4 的 转 置 4' 有 线性 相关 的 行 ; 

14‘|=0; 

141= 0 (12.3 节 的 定理 X)。 


练 习 
24。 试 求 , 当 4 为何 值 时 ， 方程 组 . 
—27.+ r++7r =Ar: 
必 1 一 272 十 了 as 一 4 


z 十 和 一 223: 一 474 
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有 非 平凡 解 ? 对 每 一 个 这 样 的 4， 求 方程 组 的 通 解 。( 这 一 计算 题 是 研 究 振 
动 问题 的 开端 .) 
25， 求 判定 zx,y;z 的 齐 次 方程 组 
+ao'yt+a(btc)a=0 
s+b'y+b(c+a)s=0 
s+cy+c(ai+b)s=0 
有 非 平凡 解 的 行列 式 条 件 。 把 使 非 平凡 解 存在 的 s,8,e 可 能 的 值 分 类 。 就 
4 二 b,a 关 c 的 情况 , 求 出 方程 组 的 所 有 解 。 
26。 假 定 y 与 y% 是 变量 的 可 微 函 数 。 证明 ,车 Y 与 % 线性 相关 ， 则 
对 的 任意 秆 ， 
Y(t) ylt) 
WY) = Wh y's(t) 
都 是 零 。( 此 处 yy 表示 yy 的 导数 .) 函数 环 (y by:) 称 为 9 与 y; 的 朗 斯 基 行 
列 式 ， 它 在 微分 方程 理论 中 十 分 重要 ， 
27。 利 用 练习 26 的 结果 证 明 ， 函 数 
y(t)=sin wt, ya(f)=c0s wt 《om 庆 0) 
线性 无 关 。 
28， 六 数 yy: 与 ys 的 朗 斯 基 行 列 式 定义 为 
Yi Ys Ye 
y: ys Ye 


. 


Yi 


Wy ;Ys3 Ys) 一 


大 


Ys 


利 用 这 个 行列 式 证 明 : 防 数 
yi1(t)=e", ys 一 上， yt) =1 


”线性 无 关 。 
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第 十 三 章 ”特征 值 问题 


13.1 引 论 


设 4 是 2 xn 和 矩阵。 向 量 方 程 
Ax= Ax (1) 

对 所 有 纯 量 4 都 有 平凡 解 x==0， 而 对 某 些 4 值 ，(1) 有 非 平 风 
解 x 了 姑 0， 这 也 是 可 能 的 、 任 意 -~ 个 这 样 的 4 称 为 4 的 特征 值 ”， 
而 方程 (1) 对 应 的 非 零 解 x 称 4 的 对 应 于 特征 值 4 的 特征 向 量 . 
4 的 所 有 特征 值 的 集合 称 为 4 的 谱 . 

这 一 童 就 来 研究 矩阵 论 中 的 特征 值 问 题 及 其 应 用 . .这 里 先 举 
几 个 例子 作为 开头 ， 

例 1 若 4 是 旋转 的 和 矩阵”“， 则 4 有 特征 值 1， 批 外 ，4 的 
谱 不 能 含有 除 4=1 或 4= 一 1 以 外 的 任何 实数 ， 

证 明 ”旋转 轴 上 任意 一 点 都 被 该 旋转 固定 ， 因 此 ,方程 4x= 
1Ix 有 非 平 凡 解 。 因 为 旋转 是 等 矩 变换 ， 对 所 有 xx，4x 的 长 度 与 
x 的 长 度 相 和 等。 特别， 如 果 x 是 4 的 对 应 于 特征 值 44 的 特征 疝 
量 ， 则 

lxl=l4xl= 1Axl= 14|lx}. 

因为 lx1l 才 9， 推出 |41=1， 这 就 是 所 要 证 明 的 . 特征 值 一 1 出 现 
于 4 表示 转 180" 的 旋转 时 ， 


* 也 可 用 “特征 根 ” 这 一 术语。 : 
** 似 应 收 为 ; “车 4 是 三 维 空间 的 旋转 的 矩阵 ，-…'…” 因 为 二 维 空 间 的 旋转 只 有 
旋转 中 心 而 没有 旋转 轴 ， 若 4 关 了 ， 则 除 原点 外 ， 没 有 任何 固定 点 ， 才 4 没有 特征 什 
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例 2 矩阵 4 是 奇异 矩阵 当 且 仅 当 4=0 是 它 的 特征 秆 之 


证 明 所 12.5 节 的 定理 XI，4 是 奇异 矩阵 当 且 仅 当 方程 组 
4x 二 0 有 非 平凡 解 ， 亦 即 ， 当 且 仅 当 4x=0x 有 非 平 几 解 ， 证 
中 ， 

接着 ,我 们 再 举 两 个 例子 以 说 明 在 应 用 数学 中 特征 值 问题 是 
如 何 出 现 的 . 其 中 第 一 个 例子 与 分 子 振动 理论 中 所 磁 到 的 问题 有 
某 些 相 似 之 处 ， 

例 3 振动 问题 

把 一 条 长 度 为 3 a 的 弹 赞 放 在 光滑 的 水 平 桌面 上 ， 让 其 处 于 
自然 状态 ， 然 居 国定 它 的 两 庙 。 再 把 两 个 质量 都 是 和 的 质点 加 
在 这 条 弹簧 的 三 等 分 点 上 . 当 这 一 系统 在 弹簧 所 在 的 直线 上 振动 _ 
时 ， 讨 论 这 两 个 质点 的 运动 《弹簧 的 质量 忽略 不 计 ). 
”根据 虎 克 定 律 , 如 果 自 然 长 度 为 a 的 弹簧 被 拉 长 或 压缩 了 。， 
弹 筑 产 生 的 馈 复 力 与 成 正比 ， 比 例 常数 x 称 为 该 弹 签 的 弹性 系 
数 ， 它 由 下 式 给 出 ， 


，- 弹 赞 的 弹性 次 量 
漳 先 的 自然 长 度 ” 
在 我 们 的 例子 中 ， 三 恨 弹 竹 具 有 想 同 的 弹性 系数 &. 
该 系统 的 运动 由 微分 方程 ” 
mi= FF k(x,.— x )— kz!, (2) 


mi = Fs— FF,= 一 屁 光 ,一 - RN 一 和 1) 
2 
所 支配 .这 里 按 惯例 以 了 代替 与 和 


注意 到 在 图 79 中 ,车 zz 业 正 的 ， 则 有 边 的 弹 禾 处 于 压缩 装 
态 ， 于 是 FP, 是 负 的 ， Fs=— ki,. 


”这 里 ， 我 们 接力 三 质 最 x 期 速 应 "” 列 志 运动 方 笠 。 对 型 揽 桨 的 动力 学 系统 ， 或 
者 为 了 理论 的 探讨 ， 人 们 更 定 欢 采用 近 格 朗 日 运动 方程 〈 僚 四 16.4 十 )， 


* Z81。 


A sd 平衡 状态 


加 weB 该 系统 在 运动 


图 79 振动 的 弹簧 


从 方程 (2) 我 们 得 到 
X1 一 9( 一 2 ZX1 十 rz) 


(3) 


Xs=q(X1— 2 Xs), 


其 中 4== 外 ,注意 到 方程 (3) 可 以 写成 一 个 向 量 方程 


区 二 Ax， 
其 中 
人) 
2 2& 一 29 
而 向 量 的 导数 是 按 分 量 分 别 求 导 ， 


我 们 现在 问 ， 这 一 动力 学 系统 是 否 可 能 有 一 种 运动 方式 ， 使 
两 个 质点 以 同一 气 率 振动 ? 让 我 们 来 求 方程 (3) 的 形 如 
2Z1 一 clSin(of 二 aw)，Z2 一 casSin(of 十 C) (4) 
的 非 平凡 解 ， 这 里 cl，c，o 及 a 都 是 与 1 无 关 的 常数 。 
把 (4) 式 代 入 (3)， 我 们 得 到 
Ac=— wie, :人 (5) 


C2 
方程 (5) 的 每 一 非 平凡 解 c 都 是 4 的 特征 向 量 , 其 所 对 应 的 特征 
值 为 4= 一。 . 
至 此 ,我 们 把 问题 归结 为 一 个 特征 值 问题 ,4 的 每 一 个 负 特 征 
值 4, 对 应 这 一 系统 一 个 可 能 的 振动 方式 , 使 两 个 质点 以 同一 角 频 
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率 @=7Y 一 4 作 振动 这样 的 振动 方式 称 为 该 系统 的 正规 振动 方 
式 . (我 们 没有 必要 关心 如 何 解释 4 的 非 负 特 征 值 ， 因 为 4 根本- 
设 有 非 负 特征 值 !) 

在 13.2 区 的 贷 9 以 及 13.3 节 中 ， 我 们 还 要 回 过 头 来 解 这 个 
个 振动 问题 ， 

取 自 应 用 数学 的 第 二 个 例子 涉及 的 是 边界 值 问 题 中 的 特征 
值 ， 边 界 值 问题 是 指 有 关 带 已 知 边 界 条 件 的 微分 方程 的 一 些 问 
题 . 

例 4 边界 值 问题 

试 求 , 当 上 为何 值 时 ,微分 方程 


Ry (6 
有 满足 边界 条 件 
y(0)=0 与 y(D=0 / (7) 
的 非 平凡 解 ? 


为 了 解决 这 个 问题 ,我们 分 三 种 情况 讨论 ，k=0,k<0 以 及 
~ k>0. 

情况 1 k=0 

方程 (6) 的 通 解 是 

yy 一 Cl1Z 十 C2。 

如 果 加 上 边界 条 件 〈7) , 我 们 就 得 到 ci=cz= 一 0。 因 此 , 当 =0 
时 ,方程 (6) 没 有 适合 条 件 的 非 平 凡 解 。 

情况 2 k<0 

器 肯 = 一 7?。 方程 (6) 的 通 解 是 

: 4 一 C1C 一 十 Cze 

加 上 边界 条 件 ， 又 使 cl 一 cc? 一 0. 

情况 3 类 0 

置 =7?.。 方程 (6) 的 通 解 是 

。283 。 


yy 一 CiSinyy 十 czcoOsS7Y。 
从 y(0)= 0 得 到 cs=0; 条 件 yY(1)=0 使 得 ci sinrl==0。 所 以 ,只 
要 sin 7 一 0， 亦 即 只 要 


户 数 
y=c sinrs 
就 是 方程 (6) 满足 所 给 边界 条 件 的 非 平凡 解 ， 解 毕 ， 
我 们 来 解释 一 下 ， 为 什么 上 面 的 问题 可 以 看 成 特征 值 问 题 . 
微分 方程 (6) 可 以 写成 
D?y= Ay, 8) 


这 里 思 代 末了 变换 了 -， 而 上 换 成 了 一 4， 于 是 ,很 自然 地 把 满足 


边界 条 件 的 4 信 称 为 该 边界 值 问题 的 特征 值 ,对 应 的 非 平凡 解 称 
为 特征 向 量 或 特征 函数 ， 
这 样 ， 上 述 问 题 中 特征 值 ”为 4= 一 ,其 中 


pT 4x: 9m? nx? 
一 7 ， 72  ， | 


对 应 的 特征 函数 为 z 
yn(X)= ce, sin 一 zx (n=1,2,...), 


把 一 根 长 度 为 1 的 续 两 端 固 定 。 这 根 张 的 振动 是 由 一 个 偏 微 
分 方程 所 支配 ,这 个 方程 可 以 化 为 带 边 界 条 件 《7) 的 常 微分 方程 
(6)， 它 的 解 ys(z) 表 示 了 这 根 弦 的 正规 猴 动 方式 〈 图 80). 

上 例 说 明了 在 研究 带 边 界 条 件 的 微分 方程 时 ， 会 很 自然 地 产 
生出 特征 秆 问题 , 由 于 物理 学 与 应 用 数学 的 大 量 问题 世 如 波 的 运 
动 ,热流 ,量子 理论 ) 都 基于 这 样 的 微分 方程 ， 特 征 值 问题 的 重要 


。 有 些 教科 书 把 数 六 (而 不 是 一 有) 称 为 该 问题 的 特征 值 。 
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80 ” 弦 的 正规 振动 方式 


性 就 显而易见 了 . 作 了 了 上 述说 明之 后 ,我 们 将 离开 这 些 应 用 问题 ， 
把 本 章 剩 下 的 篇 幅 只 用 于 讨论 失 阵 论 中 出 现 的 特征 值 问题 . 


练 习 
1. 证明， 反射 先 阵 的 特征 值 为 1 与 一 1, 


2. 和 矩阵 
7 4 一 
i 8 
一 4 8 1 
表示 的 是 旋转 或 反射 。 请 判断 之 ， 然 后 再 求 旋转 轴 或 反射 平面 。 
3， 证 明 ， 正 交 射 影 的 拭 阵 是 奇异 的 。 
4. 假定 矩阵 4 有 一 个 特征 值 是 4， 对 应 的 特征 向 量 为 x。 证 明 ， 矩阵 
g4 有 一 个 特征 值 是 94， 对 应 的 特征 向 量 为 x。 
5. 证 明 ， 若 矩阵 4 有 一 个 特征 值 是 4， 则 4" 有 一 个 特征 值 是 和 ， 而 
和 矩阵 


co 十 Ci 二 十 CA 
有 一 个 特征 值 是 oo 十 ch 十 … .十 cr 
6. 证 明 ， 切 变 短 媳 


仅 有 的 特征 值 是 1 一 1。 
7. 正方 矩阵 4 满足 4:= 4( 正 交 射 影 的 矩阵 就 是 一 例 )。 证明，4 不 可 
能 有 蜡 于 0 与 1 的 特征 值 ， 


15.2 和 矩阵 的 特征 方程 
设 4=(a,,) 是 %xy% 和 矩阵 ,4 是 4 的 一 个 特征 值 , 则 方程 
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4x= hx 有 非 平凡 解 。 这 等 价 于 说 方程 

(A—A1)x=0 (9) 
有 非 平凡 解 (这 里 1 是 nxn 人 恒 等 矩 阵 )， 根 据 12.5 节 的 定理 
XI, 方 程 (9) 有 非 平凡 解 当 且 仅 当 4-47 的 行列 式 值 为 零 ， 所 以 ， 


我 们 得 到 如 下 的 重要 定理 . 
定理 I 4 是 4 的 特征 值 当 且 仅 当 
14—24I|=0. (10) 
注意 到 : 
Qu—A aiz dis “°°** Gls 
1 | 
(Gal GQ»2 dss “。"。 Gun 一 人 


《10) 称 为 4 的 特征 方程 。4 的 特征 值 正好 是 4 的 特征 方程 的 
根 ， 

把 (11) 式 展开 ,我 们 得 到 
了 (4) 一 (一 1)"M2 二 (一 1) al 十 02 十 "十 Gan 十。 十 5。 


(12) 


系数 (ail + aaa 十。…… 十 Gan) 称 为 矩阵 4 的 迹 ， 常数 项 是 
: c=f(0)=14—01|=14]. 
4 的 特征 多 项 式 中 其 余 系 数 设 有 简单 的 表达 式 ， 

每 一 个 实 系数 或 复 系数 的 7% 次 多 项 式 至 少 有 一 个 根 ， 但 其 不 
同根 的 总 数 不 能 超过 2 个 (其 中 某 些 根 或 者 全 部 根 可 能 是 复数 ). 
所 以 ,一 个 实 或 复 的 wx 矩阵 至 少 有 一 个 特征 值 , 但 其 特征 值 的 
总 数 不 能 超过 7% 个 。 其 中 茶 些 或 全 部 特征 值 可 能 是 复数 "(参看 例 


” 严格 地 说 ,实数 也 是 复数 ,所 以 ,一 个 实 或 复 的 正方 算 阵 的 特征 值 金 是 复数 。 但 
本 段 中 “复数 "一 词 应 理解 为 虚 部 不 等 于 堆 的 复数 一 一 译 老 注 。 
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8) .作为 直接 推论 ,我 们 有 如 下 一 些 结果 ， 

定理 IY 设 4 是 实 或 复 的 正方 矩阵 ， 则 存在 一 个 《 实 或 复 的 ) 
纯 量 4, 使 方程 组 4x=4x 有 非 平凡 解 . 

可 以 证 明 , 当 4 是 实 矩 隆 , 4 是 实 特征 值 时 , x 有 非 平凡 的 实 
解 ( 参 看 练习 15). 

我 们 注意 到 ,对 一 个 固定 的 4, 若 Ax= x, 4y= jy ,出 

A(cx+ady)=cAx+aAy=cAx+adAy=A(cxX+ dy), 

因此 , x 与 y 的 每 一 线性 组 合 ， 只 要 不 是 零 向 量 ,; 就 出 是 4 的 
特征 问 量 ,对 应 的 特征 值 还 是 4。 这 就 证 明了 如 下 的 定理 ， 

定理 I 设 4 是 nxw 算 阵 4 的 一 个 特征 值 ， 则 4 的 对 应 
于 4 的 所 有 特征 问 量 的 集合 再 添上 零 向 量 , 便 组 成 n 维 列 癌 量 空 


例 5 求 扬 阵 
—2 1 
4= 人 1 _2) 
的 特征 值 及 其 对 应 的 特征 问 量 ， 
特征 方程 
一 2 一 4 
， |=4+44+3= 


的 根 为 4= 一 1 与 4= 一 3. 
我 们 来 求 对 应 的 特征 问 量 。 对 于 4 二 一 1, 方 程 4x= 4x 成 为 
2X1+ 和 2 一 一 和 1) 


JW1 一 2 03 一 一 2， 
1 
它 的 通 解 是 zi 一 za。 因此 , 向量 o( ，) (其 中 oz0) 都 是 4 的 对 


应 于 特征 值 一 1 的 特征 向 量 . 对 于 4= 一 8, 方程 4x= hx 成 为 


一 2 和 1 十 Ya 一 一 3 1， 
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4 和 1 一 2 一 一 3y2， 
它 的 通 解 是 zi= 一 za。 因此 ,向 量 c( ”| )( 其 中 天 0) 都 是 4 的 
对 应 于 特征 值 一 3 的 特征 向 量 ， 我们 可 以 把 上 述 结果 总 结 如 下 ， 
» No 1 一 1 
于 空间 5 -与 -分 别 由 向 量 (，) 与 (”,) 生 成 ， 


例 6 求 矩阵 
| 2 4 
1-! 2 2 | 
\ 4 -2 1 
舶 特征 值 及 其 对 应 的 特征 向 量 . 
4 的 特征 方程 是 


{4—AI1|=—(4—3)(A4+6)=0. 
所 以 ,4 有 两 个 特征 值 ,和 4=3 与 4= 一 6. 对 于 4=3, 方 程 Ax = A 
成 为 
一 贡 1 二 23 十 4 一 371， 
271 二 292 一 4273 一 372， 
441 一 2 一 43 一 3Y3。 
其 中 每 个 方程 都 可 化 为 
2 341 一 Y2 一 2 Y3 一 修 ， 
天 以 ， 该 方程 组 的 道 解 是 
TI 一 C， wa 二 d， js 二 2(c 一 d)(c 与 任 章 )， 
4 的 对 应 于 4=3 的 特征 向 量 都 可 表 为 


/ C \ 1 0 
Le el- j= 
a 0 | 


1 
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的 形式 ， 其 中 “人 (外 “| 因此 ,5 是 二 维 空间 ， 由 
: | 0 EL 四 
Vi 与 yz 生成 ， 司 理 可 求 得 22 -6 由 网 量 


一 2 
9 一 1 
4 2 


生成 ， 
例 7 求 矩阵 
1 1 
4=-(。 |) 
的 特征 值 及 其 对 应 的 特征 同 量 ， 
因为 


14—A41|=(4—1)’, 
所 以 4 仅 有 一 个 特征 值 4=1， 对 应 的 特征 问 量 是 方程 组 
Tl 十 ,二 人 汉 | 


二 
的 非 平凡 解 ， 因 此 ws 一 0, zi 任意 . :由 ( 。) 生 成 . 这 个 例子 从 


几何 上 可 以 这 样 解释 ， 和 矩阵 4 表示 在 zi 方向 的 切 变 ， 这 个 切 变 
把 yi 轴 上 的 向 量 都 映 到 自身 , 所 以 它 有 特征 值 1; 而 其 他 任何 向 量 
都 被 此 切 变 变换 改变 了 方向 ， 

例 8 

和 矩阵 


的 特征 方程 为 1 4 一 41|=A?+1=0。 生 阵 4 没有 实 特 征 值 。 这 
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是 毫 不 奇怪 的 , 因为 我 们 可 以 认 出 , 在 一 个 直角 坐标 系 中 , 4 表示 
转 90" 的 旋转 ,所 有 非 零 向 量 经 过 这 个 旋转 都 改变 丁 方向 . 
但 是 ,如 果 我 们 允许 复数 出 现 ， 则 4 有 两 个 特征 值 ，4=i 与 


一 i。 对 应 的 特征 向 量子 空间 91 与 9 分 别 由 (_， ) 与 ( : ) 


生成 。 4 没有 各 分 量 全 是 实数 的 特征 问 量 ， 

这 个 例子 说 明了 交代 清楚 矩阵 4 的 元 素 及 其 特征 问 量 的 分 量 
取 自 什么 数 系 是 很 重要 的 事 . 一 个 实 矩 阵 可 能 只 有 复 的 特征 门 
量 。 但 是 ,如 果 一 个 实 和 矩阵 有 一 个 实 特 征 值 ,那么 , 该 特征 值 对 应 
的 特征 向 量 可 以 取 为 各 分 量 全 是 实数 的 问 量 ， 

我 们 注意 到 , 在 以 上 各 例 中 ,和 矩阵 4 的 对 应 于 不 同 特征 值 和 
与 42 的 特征 向 量 vi 与 是 线性 无 关 的 . 这 一 结论 总 是 成 立 的 ， 
因为 车 假定 有 线性 关系 


ciVi 二 CC2Vv2z 一 0， (13) 
则 | - 
A(civit cav2)=0, 
所 以 
C1iAiVi + CAVs = 0 . (14) ” 
从 (14) 式 减 去 (13) 式 的 4, 倍 , 便 得 到 
(41 一 42)C1IVI 一 0， 


由 于 4: 天 4 且 vi 天 0, 得 出 c1 二 0。 再 从 关系 式 (13) 得 到 cs=0. 
所 以 ,yi 与 vz 之 间 仅 有 的 关系 是 平凡 关系。 

上 而 的 论证 加 以 推广 便 导 出 如 下 的 定理 ， 

定理 IV 算 阵 4 的 对 应 于 不 同 特征 值 41,…., 4, 的 特征 向 
量 Vv,…… ,vi 征 线性 无 关 的 。 

证 明 用 归纳 法 . 7?=2 的 情况 上 面 已 证 过 . 假设 定理 对 7<<A 
都 已 证 明 . 现在 设 v……:w 是 4 的 对 应 不 同 特征 值 4 …，4， 
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的 特征 向 量 。 考 虚线 性 关系 
cvVi 十 .十 cuv 一 0。 (15) 
此 时 ， 
4(civi 二 .十 cvk) 一 0， 
所 以 
ci4ivVi 十 se cv 一 0。 (16) 
从 (16) 式 减 去 (15) 式 的 1 倍 , 便 得 到 
(Ai1— A)CIVi+ (As—AL)Covat+ oe F(A A CriVvei= 0. 
(17) 
由 归纳 假设 ,Vi,，…: ,vi-1 线性 无 关 , 因 而 


(4.—A)c=0 (i=1,...,k—1), 
由 于 特征 值 41,.…,4, 互 不 相同 , 推 及 
ci 一 0 (i=1,...,k—1)., 


再 由 关系 式 (15) 得 到 6 一 0。 于 是 ,定理 对 +=k 也 成 立 . 证 毕 . 
例 9 ”振动 问题 中 的 正规 方式 : 
我 们 回 到 13.1 节 的 例 3。 垂 阵 


4= 人 g 一 2 
有 两 个 特征 值 ，4=9 与 4 一 一 39. 9-， 与 9 st 分 别 由 向 是 ( ; 】 
一 ] 
与 (“) ) 生 成 ( 同 例 5 比较 ,在 例 5 中 我 们 考虑 了 &=11 的 情况 )， 
所 以 有 两 类 正规 振动 方式 ,它们 由 13.1 节 的 (4)、(5) 式 定义 ,其 中 
: 2— cf 
G) or=g,()=e( )(e 任意) 
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GD ors9 (0)=a (a ER 


这 些 振动 分 别 由 下 列 商 盘 方 径 序 语 述 ， 

(iy 2 一 csia(J gt+a), ro=~0 Sin(V gt+a); 

(ii) t=—dsin(y39t+B),s.=d sin( V3g t+p). 

正规 振动 方式 的 振幅 可 以 任 取 。 当 此 系统 以 正规 振动 方式 振 
动 时 ,两 个 质点 同时 达到 其 偏离 平衡 位 置 的 极 大 位 移 (图 81)， 两 
类 正规 振动 方式 的 频率 之 比 为 1:7Y 3. 


足 81 弹簧 振动 的 亚 规 方式 


要 观察 正规 振动 方式 ， 可 以 把 两 个 质点 移 离 其 平衡 位 置 相同 
的 距离 ,或 者 移 向 同 侧 (方式 (i))， 或 者 移 同 蜡 便 (方式 (ii))， 然 后 
同时 放 开 这 两 个 质点 , 使 这 一 系统 运动 。 如 果 以 其 他 方式 使 这 个 
系统 运动 , 进行 的 就 不 是 简 谐 振动 . 但 从 这 一 振动 问题 通 解 的 形 
式 可 以 明显 看 出 ,该 运动 仍 是 上 述 正规 方式 的 线性 组 合 , 下 节 我 们 
就 要 进行 这 一 讨论 . 

练 习 

8, 设 4= (ai) 与 也 = (Buy) 都 是 3x3 和 矩阵 。 求 4B 的 迹 , 并 证 明 4B 
的 严 与 B4 的 迹 相同 。 试 推广 之 ， 举 数字 的 例子 加 以 说 明 ， 

9， 把 例 6 与 例 3 的 解答 补充 完整 


10. 设 4 是 反射 的 矩阵 , 求 它 的 待 征 向 是 空间 .97, 与 97. 的 维 数 。 
11， 求 下 列 持 阵 的 特征 值 及 其 对 应 的 特 花 向 县 空间 ， 


1 四 
4 Pt 2 是 电 二 4 直言 者 
(C1) \、 _ 2) (3) (i 人) (iii) } 0 1 1 


一 2 0 4 


1 0 -2 \ , 

, cosa —sina 

GW) oo of WC 小 

Sina COSa 
一 2 0 4 


12. 一 个 力学 系统 的 运动 服从 于 方程 
=~—5 wi+2 1,，, 
一 2 一 2 
描述 其 正规 振动 方式 , 并 证 明 两 类 正规 方式 的 频率 比 为 1Y6。 
13. 证 骨 , 如 果 和 4 是 矩阵 4 的 特征 值 ,x 为 所 对 应 的 特征 向 量 , 则 4 是 短 
阵 4 的 特征 值 , 且 x 为 所 对 应 的 特征 向 量 (矩阵 4 表示 4 的 共 轿 矩阵 )。 
14. 证 明 , 甜 阵 
2+i 一; 
i) 


药 特 征 值 为 2 十 2 i 与 2， 求 对 应 的 特征 向 量 空间 。 写 出 4 的 共 锋 算 阵 4 ,并 
求 它 的 特征 值 与 对 应 的 特征 向 量 。 

15. 证 明 ， 如 果实 矩阵 4 有 实 特 征 值 4， 则 4 对 应 的 特征 向 量 可 取 为 实 
向 量 。 
[提示 ， 把 12.5 节 的 定理 XI 用 于 和 抵 阵 4 一 4 7.。] 


15.5 ”坐标 变换 ， 和 矩阵 的 相似 性 


振动 问题 的 解决 

由 于 坐标 系 选择 适当 , 常常 会 使 一 个 问题 变 得 易于 解决 ， 我 
们 以 13.1 市 例 3 与 13.2 节 例 9 所 涉及 的 振动 问题 来 说 明 这 一 
反 。 该 问题 是 要 解 一 个 微分 方程 组 ,这 方程 组 的 向 量 形式 是 
—24g. ? ) 


18 
7 —2g (18) 


关 二 4Ax， 其 中 A=( 


我 们 引进 新 的 坐标 y1, yz, 它们 与 上 昌 坐 标 有 线性 关系 
X=Cy, 


完整 地 写 出 来 ， 是 
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Wi C111 C12Y2) 


Ya2 一 C21y1i 十 C22Y2。 
C 取 为 非 奇 异 的 ,使 新 坐标 也 能 用 旧 坐 标 表 出 ， 
y=07 X。 
把 方程 组 (19) 代 入 (18) ,我 们 得 到 
0C¥=ACy, 
所 以 
y=(C™ AC)y. 


(19) 


(20) 


(21) 


基于 新 坐标 的 方程 (21) 等 价 于 关于 旧 坐 标的 方程 (18)。 我 们 现在 
要 说 明 的 是 ,如 果 C 选择 适当 ,方程 组 (21) 的 解 可 以 一 眼看 出 ! 


年 


40=( =-( sy) 
q 一 20/ 八 1 1 一 0 ”一 39 


cr40- 六 1 sg) 0) 
代入 方程 组 (21)， 便 得 到 
(3 )=( 0 > ) 
亦 即 
Yi1+ gy:=0, 
y2+3 4gy2=0. 
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(22) 


(23) 


(24) 


(25) 


方程 组 (25) 的 通 解 是 | 
yi=e sin(y gt+a), ys=da sin (y3gt+p), 
由 (19)， z 
YI 一 yi 一 yY2， Va Yt yy2. 
所 以 ,我 们 得 到 这 个 问题 的 通 解 (用 旧 坐 标 写 出 ) 是 
Zi 一 Csin(y gt+a)—dsin(y3 qt+B), 
v=c sin(y gt +a)+dasin(y34qt+B). 

它们 是 正规 振动 方式 的 线性 组 合 。 常数 c,d, a, 6 取决 于 两 个 质 
点 的 祈 始 位 置 和 速度 . z 

坐标 yi y; 称 为 这 一 系统 的 正规 坐标 ， 因 为 这 组 坐标 指 示 出 
了 正规 振动 方式 ， 分 别 令 ya 一 0， Yi: 到 0 及 Yi 一 0 ya70， 就 得 到 
两 类 正规 方式 ， : 

上 述 振动 问题 的 解决 依赖 于 选择 矩阵 C, 使 C-14C 是 对 角 
和 矩阵。 它 使 我 们 得 到 一 个 微分 方程 组 , 其 中 每 个 方程 只 含 一 个 变 
晤 ,于 是 ,可 以 用 观察 法 解 这 个 方程 组 . 

显然 , 上述 方法 可 相当 广泛 地 应 用 于 解 z1,，…* ,zx 的 方程 组 
全 一 4x ,这 里 4 是 2%x% 和 抵 阵 ， 只 要 我 们 能 够 找到 一 个 非 奇 异 的 延 
阵 C0, 使 0-i140C 是 对 角 和 矩阵 .现在 我 们 要 讨论 什么 时 候 和 怎样 才 
能 找到 这 样 的 朱 阵 C ， 

定义 1 设 4 与 妃 是 2x2 和 矩阵 。 如 果 存 在 一 个 非 奇 异 和 矩阵 
C 使 B=C-140C ,我 们 就 说 召 相似 于 4。 

相似 关系 是 对 称 关 系 ， 如 果 B 相似 于 4, 则 4 相似 于 8B， 

证 明 B=07i4C 毒 味 着 4 二 C11801, 其 中 C1=071. 

因此 ,我 们 可 以 说 4 与 8B 是 相似 矩阵 ,绝对 不 会 有 歧义 .相似 
关系 还 具有 自 反 性 与 传递 性 (参看 练习 21)。 所 以 , 相似 关系 是 一 
个 等 价 关 系 ( 参 看 附录 )， 

用 相似 关系 的 语言 ， 可 以 把 我 们 的 问题 复述 如 下 ， 逢 阵 4 相 
似 于 对 有 角 年 阵 吗 ? 如 果 它 相似 于 对 角 和 矩阵 , 怎样 找到 矩阵 C , 使 
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0O-40C 是 对 角 和 矩阵 ? 答案 如 下 。 
定理 V 设 A4 与 C 是 nnX%n 矩阵 , C 非 奇异 。 别 ， Cr-4C 是 
对 角 阵 , 亦 即 : 


0 
4 
当 且 仅 当 C 的 第 一 列 ,第 二 列 ,…… …， 第 w 列 都 是 4 的 特征 问 量 , 且 
对 应 的 特征 值 分 别 为 Ai1， "5 , An 
证 明 ” 鞠 假 定 C 的 列 


C11 C12 Cin 

Cat C22 C2n 
¢i 二 ; 《2 一 。 4 ; Ch = 

Cnl Cn2 Can 


都 是 4 的 特征 向 量 , 且 对 应 的 特征 值 分 别 为 X41,，…,4,。 则 
4O=4(c ces)=(Ac: Aca.，'*Ac,)( 练 习 16) 
= 一 (4icl Azc2 ** MACn) : 


Aicy! A2C12 2» OACin 


AiCat MAaCaaz 。。。 AsCan 


L 


AiCn1 /43Cn2 AsCnn 


CI Ci “°°* Cin 43 0 
C21 C2 Can 42 
. 加 
Cn Cn2 Cn 0 A 
=CD, 
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其 中 D 为 ii- 元素 是 4 的 对 角 和 矩阵 。 由 此 可 见 ， 


CG-1AGC= D. 
反 过 来 ,者 已 知 C-14C =( 对 角 惩 阵 ), 则 40=CD， 根据 
上 上 面 的 计算 ,4e， 一 4 Gi=1,*…*,R), 证 毕 , 


定理 和 的 推论 nx% 二 了 4 相似 于 对 角 掩 省 当 且 仅 当 4 有 
# 个 线性 无 关 的 特征 向 量 ， 

证 明 ”由 定理 V, 4 相似 于 对 角 和 矩阵 当 且 仅 当 存在 一 个 非 奇 蜡 
矩阵 , 它 的 二 个 列 都 是 4 的 特征 向 量 。 也 就 是 说 , 存在 一 个 矩阵 ， 
它 的 4 个 列 组 成 4 的 线性 无 关 特 征 向 量 的 集合 。 证 毕 . 

如 果 和 矩阵 4 相似 于 对 角 和 矩阵 ， 我 们 就 滋 4 可 对 角 化 。 所 谓 对 
角 化 过 程 , 就 是 找 一 个 矩阵 C ,使 0-14C 是 对 角 和 矩阵 ， 

现在 我 们 已 经 很 清楚 地 知道 ,在 本 节 开 头 解 振动 问题 时 ,我 们 
是 如 何 演 中 和 矩阵 C 的， 我 们 把 0 的 列 取 为 4 的 线性 无 关 的 特征 向 
景 . 

创 10 检验 一 下 13.2 节 各 例题 所 讨论 的 矩阵 ， 丰 其 中 哪些 
可 对 角 化 ( 即 相似 于 一 个 对 角 和 矩阵 )。  “ 

在 例 5 中 ， 先 阵 

一 2 1 
4=( | 2) 


有 两 个 线性 无 关 的 网 量 。 使 C ”4C 是 对 角 和 给 阵 的 C 可 以 有 各 种 
不 同 的 选择 靶 ， 相 当 一 般 地 说 ,如 果 


c=( 人 (cz0,d50) 
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c=( ”“) (ezoaz#o)， 


d 
别 | 
/3 0 
C 4C=( 。 _ 1) 
根据 定理 V ,上 述 结果 是 显然 的 ， 


在 例 6 中， 矩阵 


1 0 一 2 
lt 一 2 :| 
0 1 2 
元 非 奇 蜡 的 ， 且 
3 0 0 

:| 3 

4 一 2 一 1 
当然 , C 还 可 以 有 其 他 取 法 . 

在 例 7 中 ， 因 为 .22: 是 一 维 的 ， 所 以 不 可 能 找到 4 的 两 个 线 


性 无 关 的 特征 问 量 。 切 变 算 阵 不 是 可 对 角 化 的 . 

在 例 8 中 ， 访 旋转 乍 阵 不 能 被 一 个 实 和 官 阵 对 角 化 。 但 是 ， 

1 1\-1/0 -lv 1 1\ /i 0 

(_ : ( ,i ,)-(， 让 

定理 VI 设 2%x27 和 矩阵 4 有 半 个 不 同 的 特征 值 , 则 4 相似 于 
对 角 垂 阵 。 

证 明 据 13.2 市 的 定理 IV,4 的 对 应 于 不 同 特 征 值 41， …， 
424, 的 特征 向 量 x1,.，… ,x 是 线性 无 关 的 、 设 C 是 xl ……xs 为 列 
的 nxn 矩阵 则 4 是 非 奇异 的 。 根据 定理 V，C-:4C 是 对 角 抑 
阵 。 证 毕 ， 

一 个 nx n 算 阵 的 不 同 特征 值 若 少 于 ?个 , 则 它 可 能 相似 于 
对 角 和 矩阵 ,也 可 能 不 相似 于 对 角 和 矩阵 ， 这 两 种 可 能 性 在 例 10 中 都 
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已 举例 说 明 ， 即 例 6 与 例 7 出 现 的 矩阵 。 其 中 前 一 个 例子 是 对 称 
矩阵 .在 15.3 节 中 我 们 将 证 明 , 所 有 对 称 和 矩阵 都 可 对 角 化 。 
从 下 面 的 定理 可 以 推出 一 些 重要 的 结果 . 
定理 VIT 相似 的 矩阵 有 相同 的 特征 多 项 式 . 
证 明 
1C-L4C--147I=1C-14C 一 4 CrIC| 
一 1C-L 4 一 47T)C| 
= 一 |1C-14 一 4711CI=14 一 471， 
其 中 最 后 一 个 等 号 是 由 于 107!'110C1==1C7iC1=171 王 1。 由 此 可 
见 ,C 4C 与 4 有 相同 的 特征 多 项 式 . 证 毕 ， 
定理 VII 的 推论 ”相似 的 矩阵 有 相同 的 迹 与 行列 式 值 . 
证 明 由 13.2 节 的 (12) 式 ， 迹 与 行列 式 值 都 作为 特征 多 项 
在 14.2 节 的 例 4 中 ,我们 将 给 出 该 结果 的 一 个 应 用 。 


练 习 


16. 证 明定 理 V 的 证 明 中 所 用 到 的 公式 
4(c es ee) 一 (4c，4c de)， 
并 以 如 下 实例 作 说 明 ， 
1 0 一 2 
2 一 2 1 ) 


一 1 2 4 
4 一 | 2 2 —1}|,0C= 
4 一 2 一 1/: 0 1 2 


17.。 判定 , 13.2 节 练 习 11 的 矩阵 中 , 鄂 些 相似 于 对 角 和 矩阵 7? 对 每 个 可 
-对 角 化 和 矩阵 4, 找到 使 C -4C 是 对 角 和 矩阵 的 第 阵 C, 并 求 出 C74C。 
18. 设 4 是 13.2 节 例 6 的 和 矩阵， 求 矩 阵 C ,使 
3 0 0 
cso-|。 一 6 外 
0 0 3/. 


. 证 明 ， 如 果 正 文 所 讨论 的 弹簧 不 是 按 正规 方式 之 一 运动 , 则 它 的 运 
动 不 是 向 语 振动 。 
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[提示 。 证 明 ， 在 作 非 正规 运动 订 ， 两 个 质点 的 任何 舍 半 部 不 可 韶 重生 第 
一 次 . 1 

20, 求 13.2 节 练习 12 的 板 动 问题 的 明和 

21, 证 明 , 相 似 关 系 是 

(i) 自 反 的 关系 : 矩 活 4 相似 于 自己 . 

(ii) 传递 的 关系 ， 如 果 4, 相似 于 4;,4, 相似 于 4 , 则 4 相似 于 4，。 

22. 证 明 ,(0™!140)*=0714*0， 


23. 求 对 角 和 矩阵 
Ah 0 0 
co | 
0 0 4 


的 有 次 释 。 试 推广 之 . 
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第 十 四 人 章 正 交 失 阵 


14.1 直角 坐 ; < 系 的 变换 正 交 和 矩 阵 ， 


在 许多 与 几何 有 关 的 问题 中 ， 参 照 系 都 取 为 直角 坐标 系 . 我 ， 
们 常常 需要 把 坐标 系 变换 到 一 个 新 的 直角 坐标 系 ， 使 手头 的 问题 
变 得 易于 处 理 *。 我 们 先 看 一 个 简单 的 二 维 例子 . 

例 1 在 图 82 中 画 有 一 个 以 0 为 中 心 的 粳 加 , 它 的 长 轴 与 水 
平 轴 倾 成 45"， 长 、 短 二 轴 的 长 度 分 别 为 2a 与 25。 求 此 椭圆 在 
2 z; 航标 系 中 的 方程 。 


图 82 构 中 


沿 着 该 本 融 长 撮 与 短 轴 的 方向 引进 “新 坐标 系 。 在 新 坐标 系 
站 ,椭圆 的 方程 是 : 


= 0) 
”在 13.3 市 中 我 们 已 经 看 到 选择 适当 的 坐标 系 对 多 决 振动 问题 所 起 的 人 作用， 但 
那个 问题 同 直角 坐 标 系 训 不 相干 。 


a 31T 


也 就 是 说 ,如 果 一 点 忆 在 新 坐标 系 中 的 坐标 为 (y1,y2), 则 点 了 在 


椭 鞠 上当 且 仅 当 它 祺 足 方程 (1). 


为 了 变 回 番 “ 旧 ” 毕 标 系 ,我 们 问 ;如果 点 对 在 扫兴 标 系 中 的 举 ， 


标 为 (x1,52) ,那么 ,v1, wz 与 yiyys 有 什么 关系 ? 这 个 问题 用 向 量 


(2》 


方法 容易 解决 
把 新 思 方 向 上 的 单位 向 量 记 为 ff 与 f;。 在 旧 谷 标 系 中 把 各 
向 量 用 分 量 表 出 ,我 们 有 
1 I 
V2 V2 一 > . Ti 
《1 一 中 9 f, = 1 OP =-( ). 
V2 yy2 
但 
1 /1 
OP — yfi+ yf2=y ” 十 Ya “ 》 
V2 V2 
所 以 


1 1 
LT pe et 
2 ya” 


;一 志 "+ 志 
从 关系 式 (3) 容 易 得 到 
yi) 


y= - 亏 (2 一 z0 


代入 方程 (1) ,我 们 求 出 了 这 个 枉 圆 在 旧 坐 标 系 中 的 方程 ， 


aa 102 。 


(3 


二 (itr) 于 (za 一 5 
二 -一 一 十 


oi bp2 一 | 


它 可 以 写成 
(a?2+b2) (v1+ £3) +2(0— a) vrs = 2 0202. (4) 
这 就 解决 了 我 们 的 问题 。 请 注音 ,方程 (4) 的 左边 是 ziyys 的 二 次 
型 ， 
让 我 们 从 男 一 角度 来 看 一 看 描述 坐标 变换 的 线性 关系 (3) .用 
和 矩阵 记号 可 以 把 这 一 关系 写成 


的 2 


2 1 _1 fj\ys 
V2 V2 
或 简 记 为 
-i 1, 
x=Cy， 其 中 C= ”? "? (5) 
v2 V2 


比较 (2)、(5) 两 式 ,我 们 看 到 , 在 旧 坐 标 系 中 表示 出 来 的 向 量 fi 与 
f: 正好 是 矩阵 C 的 列 。 

这 种 现象 是 相当 普遍 地 存在 的 ; 所 以 可 以 把 它 总 结 成 如 下 的 
定理 . | 

定理 I 设 线性 关系 

X 一 CCYy . 

定义 直角 坐标 系 的 一 个 变换 , 则 C 的 列 在 旧 坐 标 系 ( 即 x, 坐标 系 ) 
中 表示 新 轴 方 向 的 单位 向 量 ， 

该 定理 在 二 维 与 三 维 情况 下 总 是 正确 的 ， 此 时 ,根据 维 数 ,C 
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是 2x2 拢 阵 或 3x3 矩阵 . 
定理 工 的 推论 设 C= (oo) 在 三 维 空间 中 定义 直角 坐标 系 的 
一 个 变换 , 则 


cf;+ ed;+c3,=1 (7=1,2,3), (6) 
C1C1k + C21C2s + CasCss=0 ( 当 7732 时 ). (7) 
二 维 情况 下 的 对 应 公式 可 从 上 面 各 式 中 去 掉 元 素 cs 与 cs 而 


得 到 . 

证 明 关系 式 (6) 与 (7) 只 不 过 分 别 表示 沿 新 轴 方 向 的 单位 向 
量 长 度 为 1 与 两 两 正 交 这 两 个 事实 . 

定义 I 如 果 一 个 3x3 (或 2x2) 矩阵 C 的 列 看 成 为 在 一 个 
直角 坐标 系 中 表示 出 来 的 向 量 时 ,是 两 两 正 交 的 单位 向 量 , 也 就 是 
说 矩阵 C 满足 定理 工 的 推论 中 的 条 件 , 则 称 C 为 正 交 和 矩阵 ， 

因此 ， 一 个 年 阵 车 定义 了 直角 坐标 系 的 变换 ， 则 它 是 正 交 抵 
阵 . 

可 以 用 一 个 简洁 的 方法 把 (6) (7) 丙 式 用 短 阵 形式 表达 出 来 。 

考虑 C 与 其 转 置 0' 的 乘积 


Cll Co! 《3! Cit C2 C1s 
OO © = Cin Co Cao Coi C22 ~ C2314, 
Cisg C2 Csas C31 Ca C38 


车 把 它们 乘 出 来 并 且 与 (6)、(7) 式 相 比 , 我 们 看 到 ， C 是 正 交 人 矩阵 
当 且 仅 当 z 
CO'C=I. z (8) 
所 以 我 们 有 如 下 的 定理 . 
定理 I 一 个 3x3( 或 2x2) 实 和 矩阵 C0 是正 交 和 矩阵 当日 仅 当 
该 扎 阵 是 非 奇 异 的 ,并 且 它 的 逆 和 扼 阵 等 于 它 的 转 置 矩阵 ， 
C -一 C (9 让 
例 2 下 列 垂 阵 中 哪些 是 正 交 和 矩阵 ? 
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(1) | 


I» SE 


| 


1 2 一 人 
(iii) 2 1 2 jj. 
,2 2 1 


矩阵 (i 与 (这 是 正 交 和 矩阵 ， 怎 阵 (过 ) 不 是 正 交 矩 隆 ， 虽然 它 
的 各 列 互相 正 交 ,但 每 个 列 向 量 的 长 度 是 3。 因此 ,者 把 矩阵 (iii) 


的 每 个 元 素 都 乘 以 于 ,所 得 到 的 矩阵 就 是 正 交 和 矩阵 了 ， 


注意 ,车 在 (ii) 中 置 c=45"， 就 得 到 本 节 例 1 中 的 矩阵 (5)， 

星 些 时 候 我 们 普 见 过 第 阵 〈ii) ， 不 过 在 一 个 不 同 的 场合 一 一 
在 一 个 国定 的 直角 坐标 系 中 , 它 是 一 个 旋转 的 矩阵 ( 见 9.3 市 )。 
一 个 矩阵 C 在 九 何 中 能 够 扮演 这 样 两 种 角色 ， 把 它们 区 别 清楚 龙 
很 重要 的 ， : 

(1) 知 孟 0 可 以 更 示 在 一 个 给 定 的 坐标 系 中 的 线性 变换 (第 
九 章 )。 此 时 ,我 们 采用 记号 x'=0x, 其 中 x’ 表示 变换 后 的 向 量 . 
坐标 系 自始至终 固定 不 变 . 

(这 ) 矩阵 C 可 以 定义 一 个 华 标 变换 (本 节 )， 此 时 , 我 们 采用 
记号 x=Cy (或 等 价 地 用 y=0-!x), 这 里 ,一 个 固定 的 向 量 在 旧 
坐标 系 与 新 坐标 系 中 分 别 用 x 与 y 表示 ， 


练 习 
1. 下 列 些 阵 中 哪些 是 正 交 和 矩阵? 
1 1 一 | 0 1 0 
5 12 
(i) 于 _ 17 ) “| 2 中 | @ 0 1 
1 . 一 0 
《iv) 恒 等 矩 阵 。 
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2， 写 出 练习 1 中 各 正 交 和 矩阵 的 逆 和 矩阵 。 
3。 求 矩阵 


的 进 矩 阵 。 

[提示 注意 及 十 4 是 正 交 怎 阵 , 用 公式 (9). | 

4. 证 明 ,车 C 是 正 交 和 矩阵, 则 它 的 转 置 C' 也 是 正 交 和 矩阵 . 

5. 证 明 ， 若 一 个 矩阵 的 列 是 两 两 正 交 的 单位 向 量 ， 则 它 的 行 也 具有 同 
样 的 性 质 . 

6. 在 直角 坐标 系 0z,，Ox 中 求 以 0 为 中 心 的 一 个 椭 贺 的 方程 ,已 知 该 
椭 回 的 长 轴 与 0z; 轴 倾 成 c 角 , 这 里 tan 一 二 ,并且 长 、 短 二 辆 的 长度 分 别 


为 2a 与 2D。 


14.2 线性 变换 与 坐标 变换 的 矩阵 表示 


设 T 是 一 个 线性 变换 (例如 射影 ,旋转 或 反射 ) ,在 给 定 的 坐标 

系 中 由 和 矩阵 4 表示 ,此 时 ,一 个 向量 x 及 其 在 人 TT 下 的 像 x 和 的 关系 
是 

x’=AX. (10) 

假如 我 们 变换 坐标 系 , 使 得 在 提 坐 标 系 中 用 x 表示 的 向 量变 成 y， 


其 中 


XxX=Oy. (11): 
把 (11) 式 代入 (10) 式 ,我们 得 到 
Cy’= ACy, 
于 是 
y’=0"!1ACy. z (12) 


关系 式 (12) 刻 划 了 在 新 坐标 系 中 了 的 作用 情况 。 我 们 已 经 证 明了 
如 下 的 定理 ， 
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定理 II 设 兄 为 线性 变换 ,在 “ 旧 - 坐标 系 中 与 在 新 坐标 系 

中 分 别 用 年 阵 4 与 B 表 示 , 则 
B=0~iAC, 

其 中 C 是 ( 按 关 系 式 (11)) 定 义 坐 标 变换 的 和 矩阵. 

注意 4 与 8B 是 相似 矩阵 ， 

例 3 
我 们 已 经 知道 (参看 9.3 节 的 例 2) ,到 与 水 乎 轴 倾 成 45 角 的 
直线 工 上 的 正 交 射影 (图 83) 在 xi, xz。 坐标 系 中 是 由 矩阵 


1 

2 

1 1 
2 

给 出 的 ,现在 把 坐标 轴 旋 转 45" ， 得 到 yi， ys 坐标 系 。 在 旧 坐 标 
系 中 用 x 表示 的 向 量 在 新 坐标 系 中 则 用 y 表示 ,这 里 


工 __ 
这 -| 


1 _L | 
Y2 V2 
(应 用 14.1 节 的 定理 了 ). 
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在 新 坐标 系 中 ,这 个 正 交 射 影 由 矩阵 


A TT\V/l /il. i 

V2 2112 2 2 2 /1 0. 

1 1 1 1 人 it 0 0 
“yi? Yi/\? 2/\VY 2 v2 


给 出 。 这 个 矩阵 形式 之 简单 是 不 足 为 奇 的 。 它 的 列 只 不 过 是 与 如 
下 事实 相 易 合 的 :这 个 射影 把 单位 向 量 与 多 分 别 映 到 1 与 0. 

下 面 这 个 例题 引导 我 们 得 出 一 个 简单 的 公式 ， 凡 求 由 一 个 旋 
转 乍 阵 所 定义 的 旋转 的 角度 ， 


图 84 旋转 问题 中 的 坐标 系 

例 4 
再 考虑 矩阵 (9.6 节 的 例 9) 
: | rE 


在 一 个 直角 坐标 系 中 , 它 按 关系 式 
x =— Rx (13) 
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定义 了 一 个 旋转 .现在 引进 一 个 新 的 直角 坐标 系 ， 使 得 旋转 轴 为 

新 的 坐标 辅 之 一 ， 共 体 地 说 ,假设 新 坐标 猎 方 向 的 单位 癌 量 为 三 ， 

? 与 fs, 其 中 在 旋转 轴 上 。 在 本 例 中 ,f 在 旧 华 标 系 中 应 表 为 
这 个 旋转 


V3 
V5 
. 1 
(i) 保持 ff 不 动 ， 


(ii) 对 和 与 fs 的 作用 就 象 一 个 二 维 空间 的 旋转 . 
因此 ,对 于 基底 ff 与 1f3, 该 旋转 的 矩阵 是 


下 


1 0 0 VY 
os COSa nal, 
0 SinC CQOSG 
其 中 a 是 旋转 角 . 根据 定理 ILL， 
B=0C0-iRO, 
其 中 C 是 坐标 变换 矩阵， 因为 B 与 R 相 似 ， 它 们 的 迹 相 同 (根据 
13.3 节 ， 定 理 VII 的 推论 )。 但 
B 的 迹 王 1+cosa +cosG 王 1 十 2 cosG， 


因此 


1 二 2cosa 一 忌 的 迹 一 寺 一 过 一 子 一 一 衬 ， 


所 以 
COSu = _ 了 
8。 
这 又 验证 了 9.6 节 的 (19) 武 . 
例 4 中 的 论证 过 程 是 祖 当 一 般 化 的 ,因此 ,我 们 得 到 如 下 的 结 
果 . 
定理 IV 设 R 是 3x 3 的 旋转 矩阵 ， 则 其 旋转 角 a 由 
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1+2cosa 一 下 的 迹 
给 出 . 


7. 已 知 算 阵 


表示 一 个 旋转 ， 求 其 旋转 轴 与 旋转 角 . 
8. 证 明 ， 旋 转 人 矩阵 的 行列 式 值 为 1。 
9. 证 明 ， 考 3x3 矩阵 态 表 示 一 个 反射 , 则 存在 一 个 正 交 矩阵 CO ,使 


一 0 0 
- oso=( 0 1 0 ) 


0 0 1 


了 时 ， 求 这 样 的 矩阵 C.， 
10. 证 明 ， 反 射 抢 中 的 行列 式 值 为 一 1。 它 的 迹 是 多 少 ? 

11. 设 3x3 和 矩阵 4 满足 条 件 4'4=7T。 证 明 ， 有 如 下 的 向 量 距离 关系 
式 : 
lx—yl=14x— Ayl. 

[提示 ， 用 上 vl*=Y'vY.] 

由 此 推出 ， 一 个 3x3 正 交 和 矩阵 可 以 看 成 表示 一 个 保持 原点 不 动 的 等 距 
变换 的 矩阵 , 亦 即 , 它 表示 一 个 旋转 或 一 个 反射 。 

对 2x2 和 矩阵 ， 类 似 结 果 也 成 立 。 


14.3 正 交 群 


定理 V 所 有 2x2( 或 3x3) 正 交 算 阵 的 集合 在 矩阵 乘法 下 
成 为 一 个 群 ， 称 为 二 维 (或 三 维 ) 正 交 群 . 


。 S10 » 


证 明 ”我 们 来 验证 封闭 性 ， 设 C1 与 Cz: 古 正 交 算 阵 , 则 
CiCi=7T， Ci0:=1。 
此 时 | 
(CiC2)KCIC) 一 CC101C 一 CC 一 7， 
所 以 C10s 也 是 正 交 矩阵 . 

齐 等 矩阵 工 是 正 交 矩阵， 

剩 下 的 是 要 验证 逆 元 素 公 理 . 如 果 C 是正 交 和 矩阵 ， 则 0'= 
C0" , 取 其 转 置 ,C = 二 (CT!)'， 这 意味 着 


(C 一 (CD 
因此 ，C0C 也 是 正 交 和 从 阵 . 证 毕 . 
我 们 已 经 知道 (14.2 节 的 练习 11)， 一 个 二 维 或 三 维 的 正 交 
矩阵 表示 一 个 旋转 或 一 个 反射 ,因此 ,二 维 正 交 群 由 所 有 形 如 
cosa —sina 
(Gn cose) ( 转 o 角 的 旋转 ) 
与 
cosP sinp 1 
(in 本 (关于 m=tan( 王 p ja 的 反射 ) 


矩阵 组 成 ， 这 里 a 与 6 取 遍 所 有 实数 .注意 旋转 矩阵 的 行列 式 
值 为 +1， 而 反射 矩阵 的 行列 式 值 为 一 1. 

现在 考虑 三 维 正 交 群 . 根据 14.2 节 例 4 的 论证 , 每 一 个 3 x 3 
旋转 矩阵 五 都 相似 于 一 个 形 如 


1 0 ON 
B=I10 cosa —sina 
0 sina cosa 


的 年 阵 。 因 为 相似 矩阵 的 行列 式 值 相同 ， 所 以 
|1RI=|B |=1, : 
另 一 方面 ， 每 一 个 3x3 反射 矩阵 5 都 相似 于 
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(证 明 ， 引 进 新 的 直角 坐标 系 fi, fa 与 fs， 使 f1 垂直 于 反射 平面 ， 
而 ff 与 fs 都 在 反射 平面 内 .) 所 以 1S1= 一 1， 我们 证 明了 ， 

定理 VI ” 正 交 群 中 的 每 个 什 阵 依据 它 表示 旋转 还 是 反射 而 
分 别 具 有 行列 式 值 +1 或 一 1. 


练 习 
12. 证 明 ， 正 交 群 中 行列 式 值 为 1 的 矩阵 组 成 一 个 子 群 。 行列 式 值 为 
一 1 的 年 阵 也 是 这 样 吗 ? 
13. 证 明 , 三 维 正 交 群 中 ,如 果 一 个 矩阵 的 行列 式 值 汰 一 1， 则 它 的 迹 为 
1 。 在 这 个 群 中 还 有 哪些 第 阵 的 迹 是 1 ? 


14.4” 正 交 和 矩阵 的 推广 


正 交 些 阵 的 定义 可 以 毫 无 困难 地 推广 到 n x % 实 和 矩阵 或 复 矩 
阵 . 

定义 Ia ”如果 一 个 n xn 实 和 矩阵 C 的 列 看 成 欧 几 里 得 空间 
6" 的 向 量 时 ,是 两 两 正 交 的 单位 向 量 , 也 就 是 说 ， 它 们 组 成 8" 的 
一 组 正规 正 交 基 ， 则 称 C 为 正 交 矩阵 . 

定义 Hb ”如 果 一 个 nxn 复 和 矩阵 如 的 列 看 成 酉 空间 UW "的 
向 量 时 ,它们 组 成 2* 的 一 组 正规 正 交 基 , 则 称 上 为 酉 矩阵 . 

对 实 逢 阵 ， 仍 保留 “ 正 交 ” 这 一 术语 。 实 的 西 矩 阵 是 正 交 矩 
阵 。 因 此 ,对 西 矩 阵 已 经 证 明 的 任何 结果 ， 对 ( 实 ) 正 交 竺 阵 都 自动 
成 立 ， 

一 个 n xn 实 矩 阵 C=(6;,) 是 正 交 和 矩阵 当 且 仅 当 

: 1， 当 j= 一 时 ， 


CijC1in T C2,€ etncn=) ， ， 15 
ls 1% 27 2k k 0 ， 当 5 民有 时 ， ( )》 
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一 个 nx wn 复 系 阵 5 一 (2%) 是 本 和 托 阵 当 且 仅 当 
0 ， 当 jz 有 时， 
《参看 5.6 节 的 (25) 式 。) 下 面 的 定理 是 这 些 关系 式 的 直接 推 
论 ， 

定理 VII 一 个 矩阵 品 是 西 矩 阵 当 且 仅 当 它 是 非 奇 异 的 ， 且 
它 的 逆 矩 阵 等 于 它 的 共 轿 转 置 ， 


Za 十 W228 十 。*。 十 和 一 


(16) 


U-1=U', | (17) 
证 明 容易 看 出 ， 关 系 式 (16) 当 且 仅 当 z 
UU=I (18) 


时 满足 ， 由 此 即 得 (17) 式 . 
例 5 下 列 和 矩阵 中 哪些 是 西 矩 阵 ? 哪些 是 正 交 和 矩 降 ? 


1 —1 1 一 1 
i111 1 一 1 1 1 
i) = GD ( ) 
(7 23 1 1 一 1 一 1 
1 1 1 1 
1+i; 1—' 
2 23 
A 1 1 
《ia 2 2 Ys 
1 i 
2 2 yz 


(i) 与 (iii 是 本 年 阵 。 要 验证 (iii) ,我 们 先 计 算 其 列 I 量 ul， 
uz，us 的 长 度 


1 二 271+1 .2 1Y? 
lu 2 2 十 2 2 2 


ea 3T3 。 


= 二 (1 一 (+ 人 +( 一 Di 了 =1， 
因 北 ，lual=1l1。 同 理 可 得 1u:{|=1usl = 二 1. 
接着 ， 我 们 验证 列 向 量 之 间 的 正 交 性 


1+i1—i 7—1 1 
Cl, U2 to too 


= (1 i)+iti}=0, 
因此 ，ui; 与 us 正 交 ， 其 余 的 正 交 性 同 理 可 证 ， 


抢 阵 (ii) 不 是 西 矩阵 ,但 是 , 若 把 它 的 每 个 元 素 都 乘 以 于-， 


得 到 的 怎 阵 是 西 和 矩阵 


矩阵 (i) 是 正 交 矩阵， 因为 它 是 实 的 本 抢险 ， 其 余 和 矩阵 都 不 能 


称 为 正 交 和 矩阵. 


在 本 市 结束 之 前 ， 我 们 再 简单 地 讨论 一 下 西 扰 隆 的 某 些 性 


质 . 
定理 VIIIa 西 剑 阵 的 行列 式 的 绝对 值 为 1。 


证 明 ”这 个 证 明 依赖 于 上 文 的 两 个 定理 ， 矩 阵 乘 积 的 行列 式 
的 定理 与 转 置 矩 阵 的 行列 式 的 定理 。 设 UU 是 西 和 矩阵 ， 


7. 取 行列 式 ， 我 们 有 


T=1=1VUI=IV4IVI=I0 VI=1IV1Ivl. 


因此 ，1U | 的 绝对 值 为 1.， 
对 正 交 和 矩阵 C， 上 述 的 计算 给 出 
1Cl*= 
定理 VIIIb 正 交 和 矩阵 的 行列 式 值 为 +1 或 一 1， 
定理 IX 
(a) 本 和 矩阵 所 有 特征 值 的 绝对 值 都 是 1 . 
(b) 对 应 不 同 特征 值 的 特征 向 量 互 相 正 交 ， 
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这 个 定理 的 证 明和 需要 如 下 的 引 理 ， 
引 理 ” 设 U 是 一 个 西 矩 阵 , 则 对 于 所 有 x,y, 有 
UxUy=xy). (19) 
引 理 的 证 明 - 据 10.4 闻 的 关系 式 (10.19), 有 
Ux,Uy>=U'Ux,y>. 
于 是 ， 从 关系 式 (18) 即 得 引 理 . 
定理 IX 的 证 明 (a) 设 v 是 西 和 矩阵 UU 的 特征 向 量 ， 对 应 特征 
值 4. 用 (19) 式 ， 我 们 得 到 
Cy,v>=<Uv, UY)= AY, = AALY,V). 
因为 Cv,v> 王 [1 天 0, 所 以 44=1412=1, 正 如 所 求 . 
(b) 假定 vi，vz 是 品 的 特征 问 量 ， 分 别 对 应 不 同 的 物 征 从 
4i,4z。 由 (19) 式 
《viyvys>=《Uvi va 一 人 hiviy A2v2>= 4 Www， (20) 
把 (20) 式 两 边 同 乘 以 41， 忆 及 4141=1, 我 们 得 到 z 
AiKVi,V22 = AsKV1, v2>. 
因为 宙 关 4;， 所 以 《vi,v2>= 二 0, 证 毕 ， 
例 6 求 西 矩 阵 


_1 i—1 1—? 
= 人 (ii 有 
的 特征 值 和 对 应 的 特征 向 量 . 
0 的 特征 多 项 式 是 


IV—AT|=4—(i—1D)4A—i=(4+1)(4—i).. 
所 以 器 的 特征 值 症 一 1 与 ?3， 可 以 验证 ，2-: 与 9 ;分别 由 向 量 


Cj 


正如 定理 所 述 ,UU 的 特征 值 的 绝对 值 都 是 1, 且 5 ,中 的 向 
量 与 97; 中 的 向 量 正 交 . 


“ 315 。 


练 习 
14。 下 列 和 矩阵 中 哪些 是 本 矩阵 ? 


1 
加 2 2 2 
~ 4 一 1 1-—ti .~ 1/i—l 1 一 。. . 7 1 
i) (a 1 (ii) 2 1 《iii | 一 2 2 
1 
Wy V2 Vel 
(iv) 任意 一 个 nx% 置 换算 阵 。 
验证 共 罗 矩 阵 的 下 述 性 质 .。 
(i) A=A; 


(ii) AB=AB; 
《iii) AT'=(A)!; 
a 44 = 了 = 7 ,再 用 性 质 (ii) 。] 
《iv) (4)'= 
(v) pi 
在 定理 VII 的 证 明 中 曾 用 过 性 质 (iv) 与 (v)。 
16. 证 明 ， 如 果 忆 是 酉 矩阵 , 则 UV,U', 一 U 与 "” 也 都 是 再 年 孟 。 
17。 求 西 矩 阵 


_ 人 0 


3(1+0) 3(1+2) 


的 特征 值 ,证 实 它们 的 绝对 值 都 是 1, 并 且 证 明 , 对 应 不 同 特征 值 的 特征 问 量 


《看 成 2 :的 网 量 ) 互 相 正 交 。 
18. 对 正 交 和 矩阵 
( casa “一 sina ) 
sina COSC 


重复 练习 17。 
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第 十 五 党 ”二 次 型 与 对 称 乍 阵 


15.1 引 论 
对 称 和 矩阵 的 重要 性 在 于 它们 与 二 次 型 的 联系 (参看 10.4 节 )。 
二 次 型 有 许多 应 用 ， 我 们 先 举 几 个 例子 ， 作为 本 章 的 开始 . 
例 1 动能 与 势能 
我 们 来 计算 13.1 节 例 3 中 的 振动 弹簧 的 动能 与 势能 ， 用 两 
个 质点 偏离 平衡 位 置 的 位 移 x1 与 za 来 表示 这 一 系统 的 动能 与 势 
能 ,我 们 有 


系统 的 动能 一 一半 内 (好 十 部)， 


— 


系统 的 势能 "二 V 一 地 sf 十 六 R(x 一 1)? 十 卫 R( 一 2)? 
一 R(ZY 十 2 一 Yi10a) 。 


动能 是 $1 与 $; 的 二 次 型 


TT 一文 有 交 ， 其 中 | } 
0 4m 
2 
势能 是 yl 与 xz 的 二 次 型 


* 把 弹性 系数 为 上 的 弹簧 从 其 自然 长 度 拉 长 * ,所 做 的 功 是 
f ” prdz= Lks: 
站 2 
把 这 个 公式 分 别 几 于 三 段 弹 策 。 
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一 广 肥 R 
该 系统 完 爹 被 矩阵 与 4 所 刻 划 ， 因此, 我 们 希望 正规 振动 方式 
的 角 频 率 可 以 从 这 两 个 矩阵 得 出 ， 事 实 上 ， 可 以 证 明 ， 角 频率 是 
w= Vt ;其 中 4 是 行列 式 方程 
14 一 wk 下 |=0 

的 解 . 进一步 的 讨论 ,参看 16.4 节 . 

例 2 圆锥 曲线 

二 次 方程 

az + gr3+2 grirs tbirit+ brst+c=0 (1) 
表示 圆锥 曲线 , 在 非 退 化 的 情况 下 ”, 它 是 椭圆 、 双 曲线 或 抛物 线 ， 
反 过 来 , 任 一 圆锥 曲线 的 方程 都 可 写成 (1) 的 形式 . 关 锥 曲线 (1) 的 
性 质 是 由 二 次 型 
az 十 2223 十 2 G12%1%= X' 4X 

决定 的 . 要 判断 方程 (1) 表 示 的 是 椭圆 、 双 曲 线 还 是 抛物 线 , 只 要 
求 出 对 称 和 矩阵 4 的 行列 式 值 就 够 了 (参看 16.2 闻 )。 

例 3 空间 的 度量 


k 一 二 
VV 二 x'Ax， 共 中 4= - 。 


三 维 空间 中 弧 长 元 素 ds 是 由 公式 
dr:+dady’?+az? (在 直角 坐标 系 中 )， 
a ap pragr+ as “(在 桩 面 坐 标 系 中 )， 


dr’+7r’sin:gad0?*+7r?dg* (在 球 极 坐 标 系 中 ) 
给 出 的 .ds? 的 表达 式 称 为 该 空间 的 度量 ， 该 表 这 式 沁 所 使 用 的 
坐标 系 有 关 。 


* 方程 (1) 有 时 可 能 分 解 成 两 个 线性 因子 ,在 这 种 情况 下 ， 它 表示 两 条 直线 ; 此 外 ， 
它 还 可 能 不 表示 任何 轨迹 ， 例 如 


ri+ w+1=0. 
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与 狭义 相对 论 相 适应 的 度量 是 
Cs2 一 COZ2+QCY2+Q22 一 C20812， (2) 
这 里 zx,y ,2 是 在 一 个 直角 坐标 系 中 测量 得 到 的 长 度 , t 表示 时 间 ， 
而 cc 是 光速 常数 . 
上 述 所 有 度量 都 是 二 次 型 ,并 且 是 特别 简单 的 二 次 型 ,因为 这 
些 二 次 型 的 对 称 算 阵 都 是 对 角 匈 阵 . 更 一 般 地 说 ,一 个 空间 (以 四 
维 空间 为 例 ) 的 度量 是 由 如 下 形式 的 一 个 二 次 型 所 定义 的 ， 


ds’= 5 Tg, dardz,. 


i=1] yz 


例 4 刚体 力学 ,惯性 矩阵 

考虑 一 个 运动 的 刚体 ， 设 在 运动 过 程 中 刚体 上 有 一 点 〈 记 作 
0 ) 始 终 保持 不 动 。 这 个 刚 体 的 动能 也 是 一 个 二 次 型 ,并 且 用 矩阵 
工具 不 难 把 它 求 出 。 我 们 现在 就 来 说 明 这 一 点 . 

刚体 上 一 点 忆 的 速度 v 由 

Vo xr 

给 出 (4.4 节 的 例 15), 这 里 r 是 点 P 关 于 点 0 的 位 置 向 量 ,而 ww 是 
在 通过 O 的 瞬时 旋转 轴 方 向 上 的 角速度 向 量 。 

引进 一 个 以 0 为 原点 的 直角 坐标 系 ,我 们 有 


在 CD OZ OY 
(外 “-( | or-oe | (3)> 
2 z 


0 Or Vy 
最 后 一 个 表达 起 可 以 写成 矩阵 形式 
0 z —y 
exeso, as-(-s 0 #). 
， YY 一 一 


由 紫 可 风 , 点 了 的 速率 由 公式 
v=v' y=w'S'Sew (5》 
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y+22 一 YY 一 03 
-| 一 YY w+2 一 yz ) (6) 
一 ZY 一 2Y 32 十 y2 
假定 这 一 刚体 有 连续 的 密度 分 布 pc 一 p(z,y,z), 则 它 的 动能 是 
n=/ {solvhPazaydz, (7) 


积分 是 对 所 考虑 的 瞬间 该 物体 所 占 所 的 空间 区 域 取 的 ， 
把 (5)、(6) 两 式 代 入 (7) ,我 们 得 到 二 次 型 


T= 7, (8) 
其 中 : 
A —H 一 6 
1- (a B -7) (9) 
-G —F 0 
白 


4= | 人 oz+ a2) pdwdyds, 
: B = {| fer+ “Ipdrdydz, 


C = 人 人 (xz2+ y:)paxdydz, 


F = | | | yzparaydz, 
G = | {zzpasadydz, 
H= | 人 syoazayaz。 
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积分 式 4 ,五 与 C 分 别称 为 该 刚体 关 于 0Ox 轴 ,Oy 轴 与 0 加 的 惯 
性 皇 ,而 F,G , 恕 称 为 借 性 积 ， 矩阵 J 称 为 访 刚 体征 所 给 的 坐标 
系 中 的 惯性 矩阵 . 

如 打 把 坐标 系 固 定 于 空间 ， 惯 性 怎 阵 就 与 刚体 的 运 动 有关、 
为 了 避免 复杂 化 ,通常 采用 固定 在 刚体 上 的 坐标 轴 组 成 的 参照 系 。 
这 样 得 到 的 运动 方程 称 为 欧 拉 方程 . 

注意 ,车 旋转 轴 与 Ox 轴 重 合 ,在 这 一 特殊 情况 下 有 


而 动能 则 册 众 所 周知 的 公式 
”1 
T= 
2 2 


给 出 ， 其 中 了 等 于 该 刚体 关于 它 的 旋转 思 的 惯性 矩 4. 
“在 停止 这 个 例子 的 讨论 之 前 ,我 们 还 想 作用 点 评注 ， 
(i) (4) 式 所 定义 的 矩阵 满足 关 和 未 式 
SS: 一 一心， 《10) 
所 以 它 是 倒 称 矩阵 。 
(ii) 和 锚 斤 矩阵 J 了 是 对 称 和 矩 阵 。 从 (6) 式 显然 可 以 看 出 ,7 可 以 
表 为 一 个 逢 阵 MY 与 它 的 转 置 惩 阵 的 乘积 履 'M。 所 有 像 这 样 的 乘 
积 都 是 对 称 和 矩阵 . 
(iii) 对 于 本 题 所 述 的 刚体 , 其 角 动 量 有 一 个 表达 式 , 使 得 惯 
性 和 矩阵 在 其 中 起 重要 作用 . 由 4.4 节 ,我 们 有 
角 动 量 = 人 全 xvpoadxdydz. (11》 
和 


* 惯性 逢 (moment of inertia) 又 译作 转动 惯量 一 一 译 者 注 。 
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YXY 一 一 VxXXx 一 (一 心 w) xyY 一 心 (一 So) 。 
其 中 最 后 一 步 用 了 (4) 式 ， 但 把 (4) 式 中 的 向 量 w 换 成 一 Sw。 从 
(10) 式 得 知 一 89= 8 因此 一 382 一 S423。 所 以 
rxv=A'Sow. 
以 此 式 代 入 公式 (11) ,我 们 得 到 
角 动 量 = ya. 
例 5 设 有 一 个 长 方 体形 状 的 刚性 框架 , 其 本 身 质量 可 以 忽 
略 不 计 . 在 每 个 顶点 都 放 上 质量 和 . 又 设 长 方 体 各 楼 长 分 别 为 a， 
5,c。 取 一 个 坐标 系 ,使 该 长 方 体 有 三 条 楼 都 在 坐标 轴 上 (图 85) . 
在 此 坐标 系 中 , 求 该 刚体 的 惯性 矩阵 ， 
为 了 辨认 起 见 , 我 们 把 各 顶点 编号 ,并 且 把 顶点 i 的 坐标 记 为 - 
(Ti, Yi 2i), 在 此 顶点 上 的 质量 记 为 m;。 当然， 对 所 有 的 i 均 有 


mm; = 7 


图 85 顶点 已 编号 的 长 方 体 


本 例 中 , 铝 性 和 矩 与 惯性 积 的 公式 里 的 积分 换 成 了 求 和 .。 我 们 
有 | z 
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8 
4 一 2 人 CY 4) 


= (zy 十 14)(82 十 02) 十 (mg + me)(02+ ce?) 十 Cmrt ms)(b+ c2) 
一 4 入 (0 十 C2) 。 
又 
. ， 
HH= 2 Mriy; 
i=1 
二 (ms 二 m7)a0=2 mab. 


照 此 方法 继续 计算 ， 我 们 得 到 人 惯性 矩阵 


4m(b?+ce) —2mab —2mac 
了 一 | 一 2Ma4p -4m(a’:+ce’) —2 mbce 
一 2 和 CC 一 2 mpe 4m(a’:+b’) 
练 习 


1 把 一 条 弹性 系数 为 的 弹 禾 放 在 光滑 的 水 平和 桌面 上 , 让 其 处 于 自然 
状态 ,并 固定 它 的 两 端 。 再 把 质量 m 与 二 mn 的 两 个 质点 分 别 加 在 该 弹 禾 的 


两 个 三 等 分 点 上 。 如 果 该 系统 在 弹簧 所 在 的 直线 上 振动 , 求 读 系统 的 动能 与 
势能 ,请 用 两 个 质点 偏离 平衡 位 置 的 位 移 x 与 zx, 表 出 。 

2. 车 以 质量 m,2 m 与 m 的 三 个 质点 分 别 加 在 练习 1 所 说 的 弹 筑 的 三 
个 四 等 分 点 上 , 重 做 练习 1 。 

3. 设 有 一 个 质量 可 以 忽略 不 计 的 单位 正 立 方 体 , 在 其 各 顶点 都 放 上 相 
同 的 质量 m。 取 一 个 坐标 系 ， 使 0z ,0y,0z 三 轴 上 各 有 一 条 楼 。 在 此 坐标 
系 中 求 该 正方 体 的 价 性 矩阵 , 

4，。 设 例 3 所 说 的 正方 体 以 。 孤 度 / 秒 的 角速度 

(iD 绕 02z 轴 流 转 ; 

(ii 绕 通 过 0 点 与 已 (1,1,1) 点 的 直线 旋转 ， 

(iii) 绕 通 过 0 点 与 @ (1,1,0) 点 的 直线 旋转 。 
分 别 求 该 正方 体 的 动能 与 角 动 量 。 
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15.2，” 实 对 称 和 矩阵 的 特征 值 


在 13.3 节 中 ,我 们 曾 研究 了 把 一 个 年 阵 对 角 化 的 问题 , 并 且 
以 解 一 个 动力 学 系统 的 问题 为 例 , 指出 了 它 的 重要 性 。 我 们 也 看 
到 了 还 存在 一 些 不 相似 于 对 角 气 阵 的 正方 矩阵 .我们 现在 要 证 
明 , 实 对 称 和 矩阵 总 是 可 对 角 化 的 .事实 上 ,我 们 将 要 证 明 的 还 稍微 
更 多 一 些 . 

设 4 是 实 对 称 和 矩阵 ， 我 们 要 证 明 ， 

(i) 4 的 特征 值 全 是 实数 ， 

(ii) 乞 阵 4 相似 于 一 个 对 角 征 阵 ; 更 进一步 说 , 存 在 一 个 正 
交 和 矩阵 C ,使 C-14C 是 对 角 和 矩阵 , 

我 们 将 要 看 到 ,这 些 结 果 在 研究 二 次 型 时 是 很 重要 的 . 
* 定理 Ia 实 对 称 和 矩阵 4 的 所 有 特征 值 都 是 实数 . 

证 明 设 14 是 4 的 一 个 特征 值 ，v 是 对 应 于 4 的 特征 向 量 ， 
则 
Av= Av (v0). 
可 以 设想 4 是 一 个 复数 而 v 的 某 些 分 量 是 复 的 。 我们 先 承认 这 种 
可 能 性 , 即 假定 在 西 空间 2U" (假定 4 是 nxn 的 ) 中 讨论 。 因 为 
4 是 实 对 称 和 矩阵 ,所 以 它 是 埃 尔 米 特 和 矩阵 ,从 而 八 , 4v> 是 实 的 ( 参 
看 10.4 节 的 例 5). 此 时 : : 

《Vv,Avy)=LYv,Av)= ALY,Y), 

所 以 


这 是 一 个 实数 ,证 毕 . 
上 面 的 证 明 无 须 变动 就 可 适用 于 所 有 挨 尔 米 特 矩阵 ， 所 以 我 
们 有 
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定理 Ib 埃 尔 米 特 人 矩阵 的 所 有 特征 值 都 是 实数 . / 

定理 工 的 推论 ” 实 对 称 和 矩阵 ,或 更 一 般 地 说 ， 埃 尔 米 竺 怎 的 
特征 多 项 式 可 分 解 为 实 线性 因子 的 积 . 

证 明 大 则 该 入 隆 有 复 特征 值 ， 

例 6 z 

把 定理 工 同 13 ,2 节 各 例题 对 妥 . 例 5 与 例 6 的 矩阵 是 实 对 
称 人 矩阵, 它们 的 特征 值 都 是 实 的 。 男 一 方面 ,旋转 矩阵 ( 例 8 ) 有 复 
特征 值 ,当然 它 不 是 对 称 矩 阵 。 注意 ,也 存在 一 些 实 的 非 对 称 甜 
煌 , 它 的 所 有 特征 值 都 是 实 的 , 切 变 矩 阵 ( 例 7 ) 就 是 一 例 . 

例 7 求 下 列 埃 尔 米 特 护 阵 的 特征 值 : 


| 5 4 3i ~26i 
(i) ( ph GD|4+r3 5 | 
一 2 十 62 2 二 67 8 
和 矩阵 (i) 的 特征 方程 为 
-4 3 
—i 2 
所 以 它 的 特征 值 为 (一 1 二 V15). 


可 以 求 得 入 阵 (ii) 的 特征 方程 为 2(4—18) = 0, 所 以 它 的 特 
征 值 是 0 与 18. 

在 13.2 区 的 定理 IV 中 ,我 们 曾 证 明 ， 对 任 -矩阵 4,， 对 应 不 
司 特征 值 的 特征 向 量 线性 无 关 . 当 4 是 实 对 称 和 矩阵 或 埃 尔 米 特 矩 
阵 时 ,我 们 可 以 说 得 更 多 一 些 ， 

定理 I 实 对 称 惩 阵 ( 或 埃 尔 米 特 怎 阵 )4 的 对 应 不 同 特征 
值 4……4; 的 特征 向 量 vt……vr 组 成 一 个 正 交 集 . , 

证 明 我 们 必须 证 明 , 对 任意 i,j(i 关 7j),Vi 与 Vv; 正 交 . 根据 
10 .4 市 的 关系 式 (19) 

《vis Av,>=《Av,,v,>, 


[=+4—3=0， 
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因 比 
Gvi hy >= LAV Y,>, 

可 见 . : 
ALViV = A = AV 2， 
最 后 一 步 是 由 于 4; 为 实数 ， 国 凡 4， ,由 此 得 出 Cv， ,= 0, 这 
就 是 所 要 证 的 .。 

例 8 / 

我 们 以 13.2 节 的 例 5 与 例 6 的 对 称 矩 阵 为 例 来 说 明定 理 


在 例 5 中 ,4 一 (”” _。) 的 特征 值 是 一 1 与 一 3, 对 应 的 特征 


息 . k\ 一 从 - 
向 量 ( ，) 与 ( 。，) 是 正 交 的 . 


一 工 2 4 


在 例 6 中 ， | 2 2 —2 jesmuess SA 
4 一 2 一 1{ 


的 两 个 生成 元 vi 与 w 都 与 -6 的 生成 元 w 正 交 。 因 此 , 所 有 形 
如 cvit+ dv; 的 同 量 都 与 形 如 kvs 的 问 量 正 交 ， 


全 3 和 证 , 权 尔 灶 ( 2) 对 应 不 同和 和 信物 


向 量 在 2 ?中 正 交 . 
该 矩阵 的 特征 值 是 4=1 与 3。 特征 向 量 空间 71 与 9 分 


别 由 向 量 
"(1) Sw-() 


生成 .它们 是 正 交 的 ,因为 


《y,Ww> 一 EU 二 D70 一 ii 二 11 一 0 
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练 习 
5. 求 下 列 终 尔 米 特 失 阵 的 特征 和， 和 并且 验证 ， 对 应 不 同 特征 值 的 特征 向 
量 是 正 交 的 ， 


® (。 下) ye = 


/ml 2 0 1 $$ 0 ,02 一 2 
a ( 2 0 -中 (iv) (: 2 -2) | 2 0 中 

0 一 2 1 0 一 2 3 -2 2 0 
6. 抄 课 文 各 例题 的 计算 补充 完整 。 


7. 已 知 仿 是 实 斜 称 和 抢 阵 (8 = 一 S)， 证 明 , *iS 是 埃 尔 米 特 矩 了 泗 。 由 此 
推出 ,S 的 砷 零 特 征 值 都 是 纯 虚 数 , 亦 即 形 如 认 的 数 ,其 中 是 实数 。 


8. 以 矩阵 
0 a bb 
e-( a 0 
—b 一 0 


为 例 说 明 练 习 7。 
9. 证 明 ,( 非 对 称 ) 甜 阵 


3 一 5 
(1 
. 对 应 不 同 特征 值 的 特征 向 量 不 是 正 交 的 ， 


10. 实生 称 和 矩阵 的 对 应 不 同 特征 信 的 特征 向 量 是 否 组 成 正 交集 ? 
11. 设 4 与 B 是 实 对 称 和 矩阵 。 证 明 ,4B 一 B4 是 斜 称 矩 阵 。 设 


4-(! 2 B=(_ 小 


求 4B 一 B84 的 特征 值 . 


15.3 实 对 称 和 矩阵 的 对 角 化 


我 们 现在 就 要 研究 关于 对 称 矩 阵 的 主要 定理 了 ， 我 们 先 证 明 
一 个 引 理 ,因为 在 证 明 主 要 定理 时 要 用 到 它 ， 
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引 理 如 果 4 是 %xn 对 称 估 隆 ， 0 是 任意 的 % x m 和 矩阵， 则 
C'4C 是 对 称 扯 阵 。 

证 明 z 

(COC'AC):= CtACO')'= CO 

后 一 等 号 是 由 于 4 二 4,(0')' 二 CO 由 此 可 见 , 0'40 等 于 自己 的 
转 置 . 

定理 II 设 4 是 一 个 实 对 称 矩 阵 ， 则 存在 一 个 正 交 和 矩阵 C， 
使 C-14C 是 对 角 扼 阵 ， 

证 明 假定 4 是 nxn 和 矩阵. 如 果 4 有 ?个 不 同 的 特征 值 ， 
则 该 定理 只 是 上 世 定 理 II 的 简单 推论 . 所 要 求 的 正 交 和 矩阵 C 的 列 
由 正规 化 后 的 特征 向 量 组 成 ,这 些 向 量 是 两 两 正 交 的 . 当 A4 没 有 ” 
个 不 同 特征 值 时 (此 时 ，4 的 特征 方程 有 重 根 )， 情 况 就 不 那么 简 
单 . 下 面 的 证 明 就 是 针对 这 一 情况 的 . 

用 反 证 法 , 假定 不 存在 正 交 和 矩阵 0, 使 0-14C 是 对 角 和 矩阵 . 
此 时 ， 不 可 能 找到 4 的 一 组 特征 向 量 ,使 它 组 成 8"( 列 向 量 空间 ) 
的 正规 正 交 基 . 不 然 的 话 ， 以 这 些 基 向 量 为 列 的 矩阵 0 就 满足 定 
理 的 要 求 . l 

取 尽 可 能 大 的 正规 正 交集 ei,.…,e,, 使 其 中 每 个 向 量 都 是 逢 
阵 4 的 特征 向 量 ， 这 样 的 集合 中 的 向 量 个 数 至 少 是 1, 但 总 少 于 
n, 亦 即 1 和 r<% .用 格拉 姆 - 施 密 特 正 交 化 过 程 , 可 以 把 61,……,e; 
扩充 为 8" 的 一 组 正规 正 交 基 el …cy,d rd 我们 注意 
到 di …，,d 的 任何 线性 组 合 都 不 是 4 的 特征 向 量 , 因 若 不 然 ， 
我 们 可 以 找到 7+1 个 向 量 组 成 的 正规 正 交集 ,使 其 中 每 个 向 量 都 
是 4 的 特征 向 量 ， 这 与 7 的 定义 矛盾 . 

再 设 C 是 正 交 秆 阵 , 它 的 列 是 

TE du。 
我 们 计算 ， 
4C 一 4(c ec dri da) - 
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一 (4icl AC, 4Q 1 id,) 
/4 0 "0 bi 1 “Din \ 
区， 4 0 D2 rl nb bo 
一 (cl -ec， ae 。 - 。 
\0 0 0 
=0B, 
这 里 B==(5,,), 其 中 b=X4(i=1,*…*,7), bi 二 0(iz7 且 j=1， 
,7), 
”因为 0 是 正 交 算 阵 ,0-!=0', 所 以 B-=- C-L4C=C'4C。 根 
据 引 理 ， 忠 是 对 称 怎 阵 . 所 以 2:=00G 关 ) 且 5 了 = 二 1,… 7), 亦 即 


0 | B. 


其 可 能 非 零 的 元 素 在 主 对 角 线 上 以 及 右 下 角 的 (% 一 7) x (nn 一 7》 
子 挎 阵 Bi 中. 

Bi: 本 身 也 是 对 称 和 矩阵 (因为 妃 是 对 称 和 矩阵 ), 所 以 它 有 一 个 实 
特征 值 上 以 及 它 所 对 应 的 实 特征 向 量 , 设 此 向 量 的 %n 一 r 个 分 量 
为 yrri ya 加 


因此 
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yn yn yn 


0 | 0 | 0 
0 0 | 0 
40C =0B pC (12) 


Pe 一 0cl+.….+0cs+y rd +。… +yd (练习 ” 12) 


ya 


一 Cy+i 站 


向 量 ceri 是 dd 的 线性 组 合 , 并 且 不 是 零 问 量 ; 而 根据 
(12) 式 ， 它 是 4 的 对 应 特征 值 4 的 特征 向量 ， 这 与 早先 的 断言 记 
盾 。 证 毕 . 

定理 III 的 推论 已 知 4 是 nxn 实 对 称 矩 降 , 则 存在 由 4 的 
n 个 特征 向 量 组 成 的 正规 正 交 集 。 

证 明 定理 JI 所 说 的 年 阵 C 的 列 就 组 成 这 样 的 集合 . 

例 10 以 13.2 节 例 5 与 例 6 的 矩阵 为 实例 来 说 明定 理 II。 
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在 例 5 中 ， 特 征 值 是 一 1 与 3。 向量 -三 ( 1 ) 与 半 ( 1) 
分 别 生成 .1 与 5 _s。 矩阵 


A 


是 正 交 和 矩阵 ,并 且 


/2 Nt 0 
0 ( 1 ,0=( 0 _,). 

在 例 6 中 ， 特征 值 是 3 与 一 6。 2S”s 中 的 每 个 向 量 与 2e -6 中 
的 每 个 向 量 都 正 交 . 所 以 ,只 要 分 别 找 出 ;与 多 -6 的 正规 正 交 
基 , 则 由 这 些 基 向 量 为 列 的 正 交 矩阵 C 使 原 矩阵 对 角 化 . 

先 考 虑 22， 该 空间 由 辣 量 


1 0 
ER 
z 0 1 


生成 。 把 vi 正规 化 ,我 们 得 到 5 的 正规 正 交 基 的 第 一 个 向 量 


1 
V5 


Vv! 。 再 取 纯 量 c, 使 Yi 一 cv2 与 Vi 正 交 , 亦 即 使 
‘ViyVi—CtV2> 二 5~—4c=0, 


因而 ,57s 的 向 量 vi 一 了 vs 与 w 正 交 。 正 规 化 后 ,我 们 得 到 


yy 4 
i i 
V 45 ; a 
ui 与 u 一 起 组 成 了 573 的 正规 正 交 基 。 
.4 的 正规 正 交 基 只 由 一 个 向 量 
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组 成 。 正 交 短 阵 : 
1 4 2\ 
V5 VV 45 3 ] 
2 2 1 
C= 2 
V5 YX 3 | 《137 
5 2 
0 TB 3/ 
- -1 2 A4\ /30 :ON : 
COC- 2 2 je- 0 3 ,| - (14> 
4 一 2 一 1 0 0 一 6 


SAs 的 正规 正 交 基 可 以 有 多 种 取 法 ,我 们 刚才 找到 的 取 法 并 
非 最 好 的 。 可 以 看 出 ,二 (vi 二 2va) 与 了 (2 V+w) 组 成 os 的 另 
一 组 正规 正 交 基 ,这 两 个 向 量 与 um 一 起 组 成 了 正 交 惩 阵 一 


1 2 —2\ . : z 
c=2|-2 2 1|. (15》 


2 1 2 
这 个 矩阵 在 (14) 式 中 所 起 的 作用 己 秆 阵 (13) 笼 全 一 样 


对 角 化 过 程 的 总 结 
给 定 一 个 nxn 对称 矩阵 4。 车 要 确定 一 个 正 交 皂 阵 C， 使 
C-1iAC 是 对 角 和 矩阵 , 则 | 
(i) 求 4 的 特征 值 41,.…,4, 和 对 应 的 特征 向 量 空间 2,， 
SA , . 
(ii) 对 2 二 1,，… ,7, 把 格拉 姆 - 施 密 特 正 交 化 过 程 用 于 27，， 
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丰 出 1, 的 正规 正 交 基 ， 
(ii) 以 (中 所 得 到 的 271,,…， 2274, 的 正规 正 交 基 的 基 向 
量 为 列 ,作出 矩阵 C 四 的 
假定 5, 的 维 数 为 %…, 则 上 述 理论 保证 了 
MX1 十 "十 ?rr 一 和 名， 


并 且 C 是 nx x 正 交 矩阵 ,使 


心 ， 
~ 
3 


42. 


~ 
> 

De 
1 


3 

心 

Q 
| 


其 中 略 册 现 mi 次. 

C-14C 的 特征 多 项 式 是 

1D—AT|=(—D)"(4—AD™" (A—A)™. (4 mA)"", (17) 

根据 13.3 节 的 定理 VII, 4 与 D 有 相同 的 特征 多 项 式 ， 因 此 ， 我 
们 得 到 如 下 的 结果 . z 

定理 IV 设 41 是 实 对 称 矩 阵 4 的 特征 值 ， 则 7;, 的 维 数 与 
因子 4 一 4; 在 4 的 特征 多 项 式 中 出 现 的 重 数 相 同 ， 

对 于 一 般 的 2 xm 符 阵 ,该 定 逻 不 成 立 ( 参 和 范 13.2 节 的 例 7)。 


练 习 


12. 设 4 为 风 xz 和 岳 阵 , 它 的 列 是 aas。 又 设 x 是 一 个 列 癌 景 ， 它 
的 分 量 是 wy; ，… ,Xs。。 证 明 , Ax=x a 十 X22 十 :*' 十 Xaan。 

13。 在 定理 JII 的 还 明 中 ,我 们 曾 说 ,向 量 cj,yi 是 4 dv 的 线性 
组 合 ,并 且 不 是 零 向 量 。 证 明 这 一 说 法 是 正确 的 。 
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14， 对 下 列 各 对 称 怎 阵 4, 找 一 个 正 交 矩阵 0, 使 0-'AC 是 对 角 和 矩阵 。 


. 一 1 和 2 0 ， 3 2 0 | oy .1 2 一 2 
(Ci) ( 2 0 =z) (ii) 6 4 -中 (ii 本 2 1 ?， 
0 0 一 之 5 四 一 4 2 1 


2 1 —!1 0 2 一 2 
(iv) ( 1 2 中 0 ( 2 0 z] 
一 1 1 2 一 2 2 0 


15. 证 明 ,除了 旋转 角 是 x 的 倍数 情况 外 ， 旋转 怎 阵 不 可 能 是 对 称 甜 
阵 。 

16. 证 明 ，, 一 个 3x3 和 插 阵 如 果 是 迹 为 大 的 对 称 怎 阵 , 则 一 定 是 反射 的 甜 
阵 ( 其 例子 参看 练习 14(iii))， 
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第 十 六 章 。 二 次 型 的 化 简 
16.1 化 简 过 程 


本 节 中 ,我们 要 用 十 五 章 的 结果 来 说 明 ,怎样 通过 适当 的 坐标 
变换 , 把 一 个 二 次 型 化 为 简单 的 形式 。 其 根据 是 下 面 这 些 事实 ， 

定理 设 Q 是 xi……zn 的 二 次 型 ， 其 对 称 和 矩阵 为 4。 又 
设 x= Cy 定义 一 个 坐标 变换 。 则 Q@ 用 新 坐标 y1，,*，…' ,Ys 表 出 时 ， 
其 对 称 和 矩阵 为 C'A4C.， 

证 明 

Q=x'Ax= (Cy)' ACy=y'(C'A0)y. 

定理 II 设 D 是 对 角 和 矩阵 ， 其 对 角 元 素 从 上 到 下 依次 是 
1 An; 则 | z 
y'Dy=Ayi+t+*** + Any2. 

定理 UI 设 4 是 % x% 对称 矩阵 ,其 特征 多 项 式 为 (一 1)” 
《4 一 人 (4 一 人) 又 设 @ 是 zzs 的 二 次 型 ,其 矩阵 为 
4 , 则 Q 可 以 用 坐标 变换 x 二 Cy( 其 中 C 是 正 交 人 矩阵) 化 简 为 二 次 型 

ly 十 十 4172 十 ay t+ + Ary2, (1) 
证 明 根据 15.3 市 定理 II 后 面 的 讨论 , 我 们 可 以 取 正 交 算 


几 C ,使 
Ni 0 


C-140=D=| A z ， 
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共 中 4 出 现 0 次， 置 x=Cy, 则 Q@ 用 yyn 表 出 时 ,其 对 称 
和 矩 阵 为 C'4C=0C- 14C=D, 于 是 ,定理 的 结论 从 定理 [得 出 ， 


例 1 
二 次 型 
外 一 一 和 4 十 223 一 X33 十 4 VIXT2t BRT3— 4X2N8 (2» 
在 坐标 变换 X= Cy 下 化 简 为 | 
3y7?+3y2—6y3, | (3 
其 中 CC 是正 交 和 矩阵 | z 
1 2 一 2、 
#( - 2 ) (4 
2 1 2 


(参看 15.3 节 的 矩阵 (13)). 

简单 形式 (3) 揭 示 了 二 次 型 Q@ 的 性 质 . 现在 ,要 给 出 使 R 取 正 
值 \ 负 值 和 零 值 的 VT1» Ty, 3 值 的 分 布 已 是 件 容易 的 事 了 ， 事实 
上 


Q 之 0。 分 别 对 应 于 wt 2 

例如 | : 
当 Yi 一 yo 一 ys 一 1 时 ，Q 一 0。 

再 从 x= Cy(C 由 (4) 式 定义 ) ,我 们 得 到 


语 ， V3 二 训 时 ， Q=0. 


当 一 于 (1 十 2 一 2) 一 可 ， yo 一 一 
又 如 
当 y=y=0， ys=1 时 ， Q= 一 6. 
这 种 情况 相当 二 


2 1 2 
i V2 2Z3 一 3 


总 可 以 找到 zi ya;zs 的 适当 的 值 ， 使 Q@ 取 任 一 指定 的 数值 、 
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为 1 看 到 这 一 点 ,我 们 诗意 到 
可 QQ=k>>0， 只 阳 3 yi 一 kh， ya 一 ys 一 03 
要 Q@= 二 一 RR 之 0， 只 要 Yi 一 Ya 一 0， 6y34 二 忆 。 
31;42; 35 相应 的 值 由 关系 式 X= 二 0y 给 出 ， 
定理 II 在 许多 离 不 开 直角 坐标 系 的 几何 性 质 的 问题 中 都 是 
十 分 重要 的 ，( 我 们 回忆 一 下 , 当 C 是 正 交 和 矩阵 时 ，x= Cy 定义 了 
从 一 个 直角 坐标 系 到 另 一 个 直角 坐标 系 的 变换 .) 参 看 本 节 的 例 3 
与 16.2 节 。 
在 与 正 交 性 无 关 的 问题 中 ， 二 次 型 还 能 够 进一步 化 简 . 在 下 
面 的 定理 中 ,我 们 描述 了 以 后 需要 的 一 个 特殊 情况 . 
定理 IV 设 对 称 插 阵 4 的 所 有 特征 值 都 是 正 数 ， @ 是 ri， “， 
Xx 的 二 次 型 ,其 卸 阵 为 4 , 则 存在 一 个 坐标 变换 x= Cz， 其 中 是 
实 的 非 奇 异 低 阵 , 但 不 一 定 是 正 交 矩阵 ,可 把 Q 化 简 为 
2Zf 十 *。* 十 22 
证 明 根据 定理 I1, 存 在 一 个 华 标 变换 x 一 Oiy, 把 @ 化 简 成 
《1) 的 形式 。 再 用 坐标 变换 


JY1 一 -六 9 ya 一 J *» Ys 二 zi 


显然 把 8 化 简 为 

z 21 十 。。 十 22。 
上 述 坐 标 变换 在 实数 系 范围 内 能 够 实现 ， 因 为 假定 了 4 的 所 有 特 
征 值 都 是 正 的 。 用 矩阵 记号 ， 我 们 有 y= 二 C2z, 其 中 C: 是 对 角 年 阵 ， 


它 的 对 角 元 素 依次 是 ，mi 个 Dz 个 地 个 于 办 


C=0C10s, 则 X=0z 就 是 所 需要 的 坐标 变换 . 
定理 IV 的 推论 ” 设 4,G 如 定理 IV, 则 
C'4C=7 ( 便 等 算 阵 )， 
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证 明 二 次 型 z+，… +z3 的 矩阵 是 恒 等 和 阵 ， 上 述 结论 从 
定理 1 即 得 出 | 
广 意 ， 如 沫 4 有 负 特征 值 或 零 特征 值 , 则 实 矩 阵 C， 不 能 作出 。 


例 2 
二 次 型 | ”i : 
z QQ=87r1—12 riz2+17232 z “(6 
通过 坐标 变换 ~ 
_ l/l 
< 一 “y， 0c- 2) 
化 简 为 i 加 
5 y? + 20Yy2, z 用 四 (7 让 


(请 验证 ，Q 的 对 称 矩 阵 为 


8 —6 
4=( ) 
—6 17 


4 的 特征 值 为 5 与 20; 对 应 的 单位 特征 向 县 就 是 的 列 .) 轩 


0 


/大 。 4 
B= 2 C0'=0B=(, ,): 
”7 而 
变换 X=Cz 把 Q@ 化 简 为 “ 
21 十 22. | 《8 


注意 ,C 不 是 正 交 矩阵. 

从 (7) 式 或 (8) 式 容易 看 出 , 当 zi 与 x2 取 实 值 时 , 8 不 能 取 负 
值 . 事实 上 ,除了 yi 二 y= 二 0, 即 vz 二 zx， 二 0 之 外 ,总 古 正 的 。 上 
有 这 一 性 质 和 的 二 次 型 称 为 正定 的 。 进一步 的 讨论 参看 16. 3 

例 3 主 惯性 和 佐 : 

惯性 矩阵 7 (参看 15.1 证 (9) 式 ) 是 定义 在 一 个 直角 坐标 系 - 
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0z,0y,0z 中 的 ,因为 了 是 对 称 和 矩阵 ,所 以 存在 直角 坐标 系 的 变换 


光 i 
小 c( | (C 是 正 交 矩阵 )， 
pe 


A*0 0 
e000-(o B*0 六 六 (9) 
0 0 COC*™. 


刚体 的 角速度 在 新 坐标 系 中 由 w" 给 出 ,这 里 w= Cw”. 在 旧 坐 标 
系 中 ， 刚 体 的 动能 是 == 二 w' Jw， 所 以 


A 


=To" (CI Ow = wo. (10) 
因而 ,， J” 是 该 刚体 在 新 坐标 系 中 的 惯性 矩阵 ， 在 新 坐标 系 中 ， 局 


性 积 都 是 零 ， 
轴 0z*,Oy*，02z* 称 为 该 刚体 在 O 点 的 主轴 ,而 4", B*,C”* 
称 为 它 在 0 点 的 主 惯性 矩 ， 意 ， 主 惯性 短 只 不 过 是 从 性 矩阵 的 
特征 值 
在 主 辅 组 成 的 坐标 系 中 ， 动 能 的 表达 起 最 简单 


-了 = 到 (4"o3 十 五 "ao 了 十 Orao3)。 


例 4 数字 实例 ， 主 惯性 甜 

我 们 来 求 15.1 布 例 5 中 的 质点 系 在 0 点 的 主轴 与 主 惯性 和 。 : 
为 了 简 化 计算 过 程 ,我 们 仅 考 虑 m% ==1， 9 D0 二 1 单位 正方 体 )》 
的 特殊 情况 . 在 所 给 的 坐标 系 中 ， : 
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8 一 2 一 2 
7-(-- 8 -2) 
一 2 —2 8 
了 的 特征 值 是 4 与 10, 对 应 的 特征 向 量 空间 是 
1 


2S24， 册 (1 生成 ; 
.1 
| 1 1 
S710， 由 ( ?| 与 (-2) 生成 ， 
i —1 1 
据 此 ,我 们 作出 正 交 和 矩阵 
| V2 V3 1 
C= lrY2 0 -| 
V2 V3 1 
让 z 


4 0 0 
e000-( 10 中 
0 0 10 
一 组 主轴 可 取 在 向 量 


人 (和 人 


(在 旧 坐 标 系 中 表 出 ) 的 方向 上 . 主 惯性 矩 为 4,10,10。 对 应 主 惯 
性 矩 10 的 主轴 不 是 唯一 确定 的 ， 这 两 条 主轴 可 以 取 在 52e 中 任 
意 两 个 正 交 癌 量 的 方向 上 . | 

. 练 习 

II。 找 一 个 坐标 变换 x=Cy: 其 中 C 为 正 交 和 矩阵 ,把 二 次 型 11x!1 寺 11w: 一 
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18xizs 化 简 为 Aiyi +A,y3 的 形式 . 

2， 用 坐标 变换 x=Cy， 其 中 C 为 正 交 和 矩阵 ， 把 下 列 各 二 次 型 化 简 为 

4 十 4292 十 和 ys 的 形式 。 

(i) —zi+ zi+4 vrs—4 vars 

(ii) 3 zz 十 42i 十 5 Xi 十 4 Vixs— Tr 
(iii) x 二 zi 十 2 二 4xi7s 一 4 zs 十 aa 
(iv) wi+wi+w3 trv — XT TT; 

(Vv) wxrs— vir VY, 

对 每 个 有 可 能 取 值 一 1 的 二 次 型 . 求 出 使 恋 二 次 烈 取 值 一 1 的 wi,%3 ,7% 的 
值 . 

3. 找 一 个 坐标 变换 x 二 Cz(C 是 实 矩 降 , 但 不 是 正 交 矩阵 )， 把 练习 1 1 

的 二 ps 十 zz 的 形式 。 

z ， 找 一 个 坐标 变换 二 Cz(C 是 实 和 矩阵 ， 但 不 是 正 交 矩阵 ), 把 练习 2 
(v) 二 次 型 化 简 为 zi 十 zi 一 z3 的 形式 。 对 练习 2 (i) 的 二 次 型 进行 类 似 的 
化 简 。 

5. 在 由 在 0 点 的 主轴 组 成 的 坐标 系 中 ， 卖 出 1 15.1 韦 练习 4 所 说 的 单位 


正 立方 体 的 各 个 角速度 ， 对 每 一 情况 ,把 动 部 表示 成 全 二 十 w*'J*w* 的 形 


式 , 并 与 原先 的 结果 相 比较 。 

6. 一 个 刚体 绕 通 过 O 点 的 一 条 轴 旋 转 , 在 一 个 以 0 为 原点 的 直角 坐标 
系 中 , 它 的 角 动 量 由 hh=Jw 给 出 。 经 过 由 正 交 矩阵 C 定义 的 坐标 变换 , 它 的 
角 动 量变 成 h*, 这 里 h 二 Ch*。 证 明 h* =.J*w*， 以 上 一 道 题 中 的 单位 正 立 方 
体 为 例 说 明之 。 : 


16.2 二 次 方程 
例 5 试 判 定 ,在 直角 坐标 系 中 由 方程 
一 42172 一 272 一 1 (11) 
所 定义 的 圆锥 曲线 是 什么 类 型 的 ? 
我 们 把 方程 (11) 写 成 
/1 一 ? - 
x'Ax 二 1， 其 中 4=(_， 小 (12) 
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我 们 要 用 关系 式 x=Cy 转 到 一 个 新 的 直角 坐标 系 中 来 讨论 ,这 里 
的 C 必须 是 一 个 正 交 和 卸 阵 ， 且 使 C- 4C 为 对 角 和 矩阵 . 可 以 求 出 ， 


4 的 特征 值 是 4 一 一 3 与 2, 并 且 2-。 与 9 分别 由 向 量 ( 了 


(“2 ) 生 成 . 标准 化 后 ,我 们 得 到 正 交 矩 降 

1 /1 -nn 1(-3 0 
- #( ?) 使 0-140 ( ， 外 (13) 
方程 (12) 在 新 毕 标 系 中 成 为 
这 是 双 曲 线 , 它 的 主轴 与 新 坐标 轴 重 合 ， 据 14.1 节 的 定理 1， 主 
轴 方 向 上 的 单位 向 量 在 旧 坐 标 系 中 表 出 则 是 。 


广 (:) 这 ( 1) 


该 双 曲 线 的 草图 参看 图 86 . 


86 双 曲 线 好 一 47i7: 一 2xzi 一 1 


例 6 讨论 圆锥 出线 
Xi 一 4x2172 一 272 二 471 十 472 一 (15) 
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如 例 5 那样 , 用 坐标 变换 x 二 Cy, 把 二 次 项 化 简 成 (14) 式 左 
边 的 平方 差 。 注意 


zi 一 -Ci 一 29)， v2 =FE(2y1 + yo)， 
我 们 便 得 到 方程 (15) 在 新 坐标 系 中 的 表达 式 
av2 1 2 
SY toy ty VE”? 1, 
因此 ,配方 后 得 到 


2 2 1 2 - 
-3(y 玉生) +2(ys— 坟 二 ) 一 1 一 3 后 +2' 吉 == 一 1 


这 是 双 曲 线 ,中心 为 == 一 二 ，ys 二 一 一 (在 新 坐标 系 中 表 出 )。 - 
V5 V5 


此 例 说 明了 如 何 用 配方 法 把 一 次 项 “吸收 “。 仅 在 一 种 情况 
下 ,一 次 项 (比如 说 yi 的 项 ) 不 能 被 吸收 , 那 就 是 yf 项 不 出 现 的 时 
和 候 ， 此 时 ,所 讨论 的 曲线 是 抛物 线 ， 
圆锥 曲线 
a1121 十 2 G127102 十 02203 十 II 十 D222 十 C 一 0 (16> 
的 类 型 决定 于 其 二 次 项 的 对 称 矩 阵 
CI 412 
4 -0 4) 
的 特征 值 ， 若 不 孝 虚 退化 的 情况 ,可 以 把 它 总 结 于 表 14 中 ， 
再 者 , 4 的 特征 值 是 它 特征 多 项 式 的 零点 ,所 以 我 们 有 
14—A4T|=(4—4)(4— 4,). 
其 中 4 与 4 是 4 的 特征 值 (不 一 定 互 不 相同 )。( 因 为 4 是 2x2 
矩阵, 项 的 系数 为 +1.) 置 4=0, 我 们 便 得 到 
141=A4,. 
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六 锥 曲线 的 类 型 


一 个 特征 值 为 内 


再 与 上 表 比 较 ， 我 们 看 到 ，( 非 退化 的 ) 图 锥 直线 (16) 乱 稍 贺 ， 
双 曲 线 还 是 抛物 线 ,取决 于 | 4 | 是 正 数 .负数 还 是 春 ， 
例 7 证 明 ， 方 程 
972 二 67i7y+22+27i+37 +4= 一 0 


定义 的 是 抛物 线 ， 
9 3 、 
此 时 4=( 。 ，) 所 以 |41=0. 


7， 判定 下 列 加 锥 曲线 的 类 型 ,并 画 草 图 


(i) zi—11 wi—16 xr=1: 

《ii) x1i—1l1 wi—16 zz 十 107, 十 10 xx 一 7 一 0) 

(iii) 5 对 十 8 ri—4 zizs 一 6x: 一 12 zs 一 36 一 0) 

(iv) 471! 十 gd 十 47Y: 十 3 2 十 4 十 1 一 0; 

(vy) riX:=1, 

.讨论 三 维 空间 的 曲面 , 设 尼 在 直角 坐标 系 中 的 方程 是 
8 7°-8Yy +82 —4 TY X22—4 y=1. 
(注意 ， 该 二 次 型 的 对 称 和 矩阵 就 是 16.1 节 和 例 4 的 给 隆 J。 进行 址 象 华 际 系 
的 变换 ,该 曲面 的 方程 可 以 化 简 为 
4d” 十 10 yy 十 10 Ze 一 1。 | 

这 是 椭 球 面 的 方程 , 它 称 为 惯性 矩阵 为 J 的 质点 系 的 滤 查 球面 。) 
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16.5 正定 二 次 型 

如 果 一 个 二 次 型 x' 4x 对 所 有 x3<0 都 有 x:4x 盖 0, 则 称 它 症 
正定 的 ， 正 定 二 次 型 的 对 称 矩 阵 4 就 称 为 正定 的 对 称 和 矩阵 . 

正定 二 次 型 经 常 在 物理 学 问题 中 出 现 . 例如 , 一 个 系统 动能 
的 二 次 型 XA 多 根据 其 定义 的 实质 就 应 该 是 正定 的 . 

定理 V 实 对 称 和 矩阵 4 是 正定 的 当 且 仅 当 它 的 所 有 特征 值 
都 是 正 的 . 

证 明 据 16.1 节 的 定理 IE, 二 次 型 Q 二 x'Ax 可 以 用 坐标 变 
换 x==C0y 化 简 为 

A1YE 十。 十 人 sy 。 

假定 4 的 某 个 特征 值 (例如 41) 为 负 值 或 者 零 . 此 时 Q@ 不 是 正定 
的 ,因为 当 汉 二 1,y; 二 0(i 天 1) 时 ,8 的 值 为 41。 反 过 来 , 如 所 对 
所 有 的 i,4, 都 是 正 的 ,显然 除了 y=0 之 外 ,Q 都 是 正 值 ,而 当 y= 
3 时 ,x 一 C0 一 0. 

例 8 -下 列 对 称 矩 阵 中 哪些 是 正定 的 ? 


(oh GD( 7) GD (7) 

只 有 (iii) 是 正定 的 , 它 的 特征 值 是 5 和 20。 箱 阵 (i) 的 特征 什 
为 一 1 与 一 3 ， 由 它 所 决定 的 二 次 型 称 为 负 定 的 ， 因 为 此 时 对 所 
有 x0,x'4x 总 是 负 的 。 矩 阵 (ii) 的 特征 值 为 0 与 10, 由 它 所 决 
定 的 二 次 型 称 为 非 负 的 *, 因 为 此 时 x'4x 永远 不 是 负数 ,但 是 存在 
非 零 的 x 使 x.4x 一 0， 

15.1 节 例 4 中 的 惯性 矩阵 是 非 负 的 。 由 于 它 同 动能 的 联系 
(参看 15.1 节 的 (8) 式 ), 其 非 负 性 是 显然 的 、 事 实 上 ,除了 质量 车 


* 非 负 的 (non-nesative) 一 次 到 又 称 为 半 正 定 的 (Positive semi-definite) 二 次 


。 24D， 


一 条 直线 分 布 的 刚体 之 外 ,所 有 刚体 的 惯性 和 矩阵 都 是 正定 的 ， 
vj 的 非 负 性 还 可 以 从 它 的 构造 法 看 出 . 它 是 从 一 个 形 如 S'S 
的 矩阵 经 过 积分 作出 的 。 我们 下 面 证 明 , 凡 形 如 S'S 的 矩阵 都 是 
非 负 的 ， 
定理 VI 设 5S 是 一 个 实 和 矩阵 , 则 4==5'5 是 非 负 的 对 称 矩 
阵 . : 
证 明 显然 
A'=(S'S)'= S'S')'=8'S = 4, 
所 以 4 是 对 称 秆 了 泗 . 此 外 
x'AxX—x'S'Ix— (Sx) SxX=y'y, 
这 里 y= Sx. 但 yy 二 y?+y+…… 之 0, 所 以 4 是 非 负 的 . 
注意 ,者 4=S'S, 则 


14|=1S'||1S!I=151°. 


由 此 可 见 ,4 是 非 奇 异 的 当 且 仅 当 心 是 非 奇异 的 ， 
定理 VI 的 逆 定 理 也 成 立 ( 练 习 11 )， 
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9. 下 列 二 次 型 中 哪些 是 正定 的 ? 哪些 是 负 定 的 ? 哪些 是 非 负 的 ? 

(i) 11 zi 二 11 wi—18 vv, 

(ii) 4 wi+ wi—4 YT; 

(iii) Tr; 

(iv) —2 721—5 wi 427,, 

10. 16.1 市 练习 2 的 二 次 型 中 哪些 是 正定 的 ? 哪些 是 负 定 的 ? 哪些 是 
韭 负 的 ? 

11. 设 4 是 非 负 的 对 称 和 矩阵 。 

Ki) 证明， 存在 一 个 正 交 矩阵 C, 使 C-:4C = 有 (一 个 实 对 角 和 矩阵 的 平 
方 )、 : 
(ii) 由 此 推出 4=&S*, 这 里 3 是 实 对 称 和 矩阵 。 这 说 明了 定理 VI 的 逆 定 
理 也 成 立 ,因为 5S 是 对 称 的 ，S*:=5'S, 
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12. 以 下 列 矩阵 为 例 , 说 明 练 习 11， 


GD( GD(，)) 


13. 证 明 ,对称 垂 阵 
4 0) 
是 正定 的 当 且 仅 当 
au>0 且 | "|>o. 


16.4 两 个 二 次 型 的 同时 化 简 


在 经 典 动 力学 中 遇 到 的 许多 问题 常常 是 由 两 个 二 次 型 描述 
的 ， 并 且 其 中 至 少 有 一 个 二 次 型 正定 。 这 两 个 二 次 型 就 是 一 个 动 
力学 系统 的 动能 与 势能 ,它们 分 别 可 用 广义 坐标 Xz1，*…… ,xX， 表 为 
XK 文 (正定 ) 与 x'Px， 实 例 可 以 参看 15.1 节 的 例 1. 

下 面 的 定理 说 明了 ,可 以 适当 选取 坐标 系 ,把 这 样 两 个 二 次 型 
同时 化 为 很 简单 的 表达 式 . 在 把 拉 格 朗 日 运动 方程 应 用 于 一 个 系 
统 并 且 分 析 该 系统 的 特性 之 前 ， 这 种 化 简 是 重要 的 预备 步骤 

定理 VIE 设 x': 开 x 与 xX4x 是 zi ,Xi 的 二 次 型 ,天 正 
定 , 则 存在 一 个 坐标 变换 x=Cy, 把 这 两 个 二 次 型 同时 分 别 化 简 为 
与 HIYT 十 。。， + Mya 
其 中 上 Apr 是 14 一 A 玫 | 的 零点 (不 一 定 互 不 相同 )， 

证 明 该 证 明 分 为 两 步 . : 

第 一 步 ”根据 16.1 节 定理 IV 的 推论 , 存在 一 个 矩阵 C1, 使 
CiKOl 二 J. 置 C4C=4:, 则 4 还 是 对 称 年 阵 . 

第 二 步 ” 根 据 15.3 市 定理 II, 存在 一 个 正 交 和 矩阵 Cz, 使 
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AL 0 
e740 "| |. 
0 Lin 


现在 令 C = CiC5。 记 住 Ci1 =04, 容 易 验 证 
OC'KC=1, 
C'AC=D. 
所 以 ,坐标 变换 x= Cy 把 这 两 个 二 次 型 化 简 为 所 要 求 的 形式 . 
最 后 ,从 关系 式 (17) 得 到 


Hi—&K 0 
OCO'(A—nK)C= 所 . (18) 


0 Hn—H 
由 此 可 见 ,| 4 一 uyK|=9 当 且 仅 当 4=4( 对 某 个 让， 证 毕 ， 

我 们 分 两 步 证 明了 能 起 同时 化 简 作 用 的 垂 阵 C 的 存在 性 。 事 
实 上 , 基于 (18) 式 ,C 可 以 用 更 直接 的 方法 作出 来 ,下 面 就 来 证 明 
定理 VIII 定理 VI 提 到 的 年 阵 C 的 第 i 列 6 是 满足 

Ac,=uKe, (一 1 7) (19) 


(317) 


的 韭 零 向 量 . 

证 明 在 (18) 式 中 令 4=4;, 并 把 C 写 成 (C1 ec … cs)。 右 
边 对 角 和 矩阵 的 第 i 列 是 0, 而 左边 的 第 i 列 是 0A 一 4K)e:， 因 

C (4 一 三 天 )e,=0. 

我 们 知道 C' 是 非 奇 异 的 , 可 以 用 它 的 逆 矩 阵 乘 上 式 两 边 , 我 们 就 
得 到 了 方程 (19). 

用 上 面 的 定理 可 以 把 C 的 列 确定 出 来 ， 至 多 差 一 个 纯 量 
子 . 对 于 大 多 数 实 际 应 用 闽 题 ,这 已 经 够 了 . 一 县 需要 , 纯 量 因子 
也 不 难 求 出 .我们 现在 举例 说 明之 ， 

例 9 找 一 个 坐标 变换 xX=Cy ,把 二 次 型 
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x'Kx=187?+ 40172 十 224 
与 四 
x'AX=5 21+2 1T2+ v3 


同时 分 别 化 简 为 y? + y$ 与 Uiy# + Haya。 
我 们 有 
18 2 5 1 
K=( 2) 4- 让 
容易 验证 玉 是 正定 的 . 


5 一 18 7 


14—uK|= 
uk | _2p 1-2 


= 0 21 1). 


和 4 的 心 一 于 . 


现在 求 方程 组 4z= 心 天 z 的 非 平凡 解 〈i=1,2)， 当 1!=1 时 
5 zi 二 za 一 村 (18 51 十 2 22) 一 9 $1 十 %2， 
a1+ 2 二 二 (2 #1+ 2 32)， 


其 通 解 为 ?1 二 0，zs=a( 任 意 ). 
当 ;， 一 2 时 


5 zi+ za 一 二 (18 2 +22)， 


2 二 aa 一 本 (2 21 十 222)， 


其 通 解 为 1 二 b，z2== 一 (5 任意 ). 
所 以 ,根据 我 们 的 定理 ,存在 一 组 常数 a,b ,使 坐标 变换 


0 4b 
x=Cy, c=( ) (20》 
a —b 


把 x'Kx 与 x'Ax 同时 分 别 化 简 为 yt + y3 与 地 N+ 二 yy. 常数 a 
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、 ， tp 4 -1 ,1 
与 5 必须 满足 C 开 CC 一 7。 由 此 得 出 4 一， “一 丁 ， 


例 10 例 9 在 动力 学 中 的 应 用 
设 一 个 动力 学 系统 的 动能 与 势能 ”分别 由 二 次 型 
T= KX=18 1+4 02 十 2 £3 
V=x'Ax=5 wi+2 rir tir2 
给 出 .描述 它 的 运动 . 
根据 例 9, 存 在 一 个 坐标 变换 x 二 Cy ,使 
T= yit+y3, 
V = uyI + May3, 


d/oL\ or 
)- 弛 = (1 二 1,2),， 


at\ Oy 
其 中 工 二 了 一 了 为 该 系统 的 拉 格 朗 日 算 子 。 由 此 立刻 得 出 方程 组 
JAY (21) 
Yt KH2y2 = 0, 
方程 组 (21) 的 通 解 是 


yi=c sin(V Mtte), ya 一 dsin(Wz t+h). 
再 从 (20) 式 得 到 
Z1 一 DY2， 2 一 0Y1I 一 DY2， 

其 中 a =- 六 ，0= 术 。 由 此 便 得 出 了 在 旧 坐 祭 系 中 表示 出 来 的 
通 解 . 两 类 正规 振动 方式 分 别 对 应 yz?=0,y1z0 与 yi 一 0，y? 天 0 
这 两 种 情 襄 :对 间 坐 标 系 而 言 ,也 就 是 

* 僚 看 Rutherford, Olassical Mechanics, Third Edition， Oliver & Boyd 
4964,§ 92。 
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r=0, Xo=ac sin(y ut+i+a) 
与 

xXi=bd sin(V ot + 1)=— 7%, 
这 两 种 情况 .请 注意 gc. 的 值 在 解 中 是 无 关 紧 要 的 ， 
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14. 对 下 列 每 组 二 次 型 , 找 一 个 坐标 变 密 x 二 Cy， 把 共 中 两 个 二 次 型 同 
时 分 别 化 简 为 yi 十 8 与 yyi+i。 每 组 中 先 写 的 二 次 型 是 正定 的 . 

(i) 2X1 一 23i0s 二 43 与 一 421023 

(ii) 2 wi1—10 vrs+13 X23 与 5x1 一 22 Yi 十 25 wi. 

15.《 卢 灵 福 ) 一 个 振动 系统 的 动能 与 势能 分 别 是 

T=ma’(2 好 一 1020 十 13 27:), V=mag(5 7 一 22 vixs -+25 71). 
证 明 ， 它 的 两 类 正规 振动 方式 的 周期 分 别 为 2ra1g 与 rWavg。， 求 对 
应 的 正规 坐标 。 

16. 解 15.1 节 练 习 1 与 练习 2 的 振动 问题 。 


< 


第 十 七 章 “特征 值 的 计算 


17.1 用 氨 代 法 求 主 特征 值 
矩阵 的 特征 值 可 以 用 解 尾 征 方程 的 方法 求 得 .这 就 要 先进 行 
行列 式 的 计算 (如 果 阶 数 较 大 ， 这 一 步 就 可 能 十 分 兄长 )， 接 着 还 
要 求 出 多 项 式 的 零点 。 我 们 现在 要 介绍 另外 一 个 便于 计算 的 方 
法 ， 用 此 方法 能 够 求 出 绝对 值 最 大 的 特征 值 和 对 应 的 特征 向 量 . 
这 个 方法 适用 于 绝 大 多 数 对 称 矩 阵 ， 也 能 用 于 一 大 类 非 对 称 拓 
阵 . 
设 4 是 nxn 年 阵 , 其 特征 值 为 1,.',4,, 且 
A> >141 宇 …|4,1)，, (1) 
再 假定 4 有 % 个 线性 无 关 的 特征 癌 量 Vv1,… ,vs 分别 对 应 特征 值 
4 ，4 因为 v1,… ,Vv, 生成 了 1 维 列 问 量 空间 ， 所 以 其 中 
任意 一 个 向 量 x 可 以 表 为 如 下 的 线性 组 合 
X 一 CIVI 十 .十 CuovVa。 
友和 而 
AX=c1AvViI+ :+ cnAv, =oAVv + .+ CnAnVn 
更 一 般 地 说 


47X 一 CITYVI 十 二 CTvn 
/ ” /2 \， 


再 由 (1) 式 


因此 ,我 们 看 到 ,只 费 cl 天 0， 


(je Fe) A 
站 化 于 特征 向 量 vi， 
我 们 称 2; 为 4 的 主 特征 值 ， 对 应 的 特征 向 量 vi 称 为 主 特征 


根 混 上 面 的 观察 ， 我 们 可 以 得 到 一 种 迭代 落 ， 用 以 求 4 的 主 

特征 值 ， 依 次 计算 
Ax, A(Ax)= Aix, A( Ax)= Ax, 

只 要 ci 闫 0 ,此 序列 中 的 向 量 就 越 来 越 接 近 于 vi 的 纯 量 倍 ， 这 些 
问 量 的 分 量 有 可 能 变 得 太 大 或 太 小 ,因此 ,这 一 友人 代 法 通常 与 一 个 
“正规 化 ?过 程 ”结合 在 一 起 。 所谓 “正规 化 过程， 就 是 把 一 个 向 
量 x 变 为 它 的 纯 量 倍 y， 使 y 的 各 分 量 中 绝对 值 最 大 者 为 土 1， 
ry (3) 
得 到 的 ， 其 中 max(x) 表 示 x 的 各 分 量 中 绝对 值 最 大 者 。 例 如， 
者 已 知 


y= 


则 


_ 工 

2 
max{(x)=4, y=l il. 
2 

1 / 


* 主 赎 征 值 (dominant eigenvalue) 与 主 特 征 向 量 (dominant eigenvector) 奖 
可 译作 优势 特征 值 与 优势 特征 向 量 译 者 注 。 
“该 过 程 不 要 与 把 向 量 长 度 变 为 1 的 正规 化 过 程 混 消 。 
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17.2 适 代 过 程 


到 任意 向 量 x, 求 xj= 4x; 像 上 文 所 说 的 那样 , 正规 化 xi ,得 
到 y1; 再 求 xz 一 4yl, 并 正规 化 ,得 到 y2。 如 此 续 行 ,作出 两 个 向 量 
序列 可 1172 yi .与 其 1 9， 其 2 "9 其 9 。。 .它们 之 间 的 关系 是 


Xi 一 4Yyi_1， ya (4) 
只 要 在 (2) 式 中 c1 取 0, 对 充分 大 的 i, 我们 就 有 
xi 一 My 《近似 ) (5) 
与 
y,= x,. (6> 
14 | 
因此 z 
当 ;1>oco 了 时， max(x;)> |41|， (7) 


并 且 当 i 充分 大 时 ,y: 近似 于 主 特征 向 量 。 再 从 (5) 式 与 (6) 式 得 
4]y; 二 A1y-1 《近似 )， 
所 以 ,4; 是 正 的 还 是 负 的 ,取决 于 对 充分 大 的 iyy; 与 yi-! 是 近似 
相等 还 是 相差 一 个 负 号 . 
例 1 求 矩 阵 


的 主 特征 值 与 主 特征 向 量 . 
1 
从 问 量 | 0 pr 取 四 位 有效 数 
0 
字 ， 列 成 下 表 ， 
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一 荆 5.250 一 .857 5.750 一 5.348 5.932 
里， 2 一 于 .500 2.571 一 2.500 2.870 ~2.864 
4 一 3.000 5.143 一 5.000 5.739 一 5.727 


-0.25 1 -0.7500\|/ 1 / -0.9318\|/ 1 
y, 0.5 -oe 0.5000 | 0.5000 -aa 
1 一 0.5714 1 -0.8696/I\ 1 一 0.9655 
若 进一步 作 失 代 ,可 以 看 出 max(x;) 一 6, 且 当 & 有 >> 品 时， 
1 
1 
yar V1 二 一 人 9 
— 1 


yati™ Vi. 
4 的 主 特征 值 是 一 6 ，vi 为 其 主 特征 向 量 ， 这 与 13.2 节 例 6 中 
精确 计算 的 结果 是 一 致 的 . 
加 快 收敛 
从 (1) 式 与 1 式 我 们 看 到 ， 进 代 过 程 的 收敛 速度 依赖 于 


比值 | 条 | ， 则 收敛 得 很 慢 ， 在 例 1 中 ，2,= 
3, | 分 | 一 去 .即使 这 样 小 的 比值, 在 六 步 碗 代 以 后 ,对 主 特 征 值 ， 


我 们 还 只 能 得 到 一 位 有 效 数 字 ,而 无 法 得 到 精确 度 更 高 的 值 ! 有 

一 个 方法 可 以 获得 更 快 的 收敛 速度 , 它 基于 如 下 的 简单 事实 ;如果 
~ v 是 4 的 特征 问 量 ,对 应 特征 值 4, 则 

(A— pI)v=(A— 7)Y, (§) 

这 说 明了 vv 也 是 4 一 pI 的 特征 向 量 . 而 对 应 的 特征 值 为 14 一. 

据 此 ,如 果 在 例 1 中 我 们 用 特征 值 是 一 10 与 一 1 的 扼 阵 4 一 4 I 作 
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迭代 ,就 会 得 出 4 一 47 的 主 特征 向 量 (对 应 特征 值 一 10), 它 同 时 
也 是 4 的 主 特征 向 量 (对 应 特征 值 一 6)。 现在， 收敛 过 程 受 比值 


市 支配 ,所 以 将 比 原先 的 过 程 要 快 ， 下 面 的 计算 说 明了 这 一 点 . 


例 2 
用 矩阵 


作 送 代 ， 也 从 向 量 


开始 .列表 如 下 : 
| . 
i 1 2 | 3 4 
fo 9 .889 ~ 9.,989 
| | 一 4.933 4.993 
8 81 -9.867 9.987 
~1 —1 \ 1 -1 
。 te | —0.4989 0.4999 
. - 0.8778 一 0.9978 0.9998 


在 这 里 ,迭代 过 程 的 收敛 ! 到 主 特 征 值 一 10 与 主 特征 向 量 v)) 
就 比例 1 要 快 得 多 了 . 

实际 应 用 中 ， 如 果 关 于 和 矩阵 4 的 特征 值 无 任何 信息 可 供 利 
用 , 则 可 从 用 4 作 和 迭代 的 过 程 中 得 到 对 4 与 42 的 估计 .如 果 收 
化 得 太 慢 ,就 选取 D ,使 得 用 4 一 27 作 迭代 时 ， 速 度 能 加 快 一 些 . 

和 迭代 过 程 的 失效 ， 
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(i) 该 过 程 依赖 于 选择 x 使 公式 (2) 中 的 ci 天 0. 假如 从 向 量 


1 
X= | je 1 的 矩阵 4 作 迭 代 , 则 得 到 yy; 二 x (对 所 有 2)， 
1 | 
并 且 4=3. 原因 是 x 为 4 对 应 于 特征 值 3 的 征 特 问 量 ， 为 了 保 
证 迄 代 过 程 得 出 主 特 征 值 ,必须 用 若 千 个 初始 向 量 x 去 试 试 . 
(ii) 如 果 违 背 了 假设 (1) ,和 迭代 过 程 可 能 失效 。 例 如 , 孝 虚 
3 4 、 = /1 

4=(, 本 初始 向 明 x= (。】. (10) 

则 迭代 法 得 出 


5 全， 人 


y35 一 yi 一 y7T 一 ”一 了 1， y4 一 yY6 一 ys 一 ”一 27。 

所 以 ,该 过 程 不 会 收敛 于 4 的 特征 向 量 . 在 这 里 ,失效 的 原因 是 4 
胡 特 征 值 为 A!1= 二 5,4s 二 一 5,; 从 而 | 4 | 一 | 4,| ,违背 了 假设 (1) 。 

补救 的 方法 很 简单 。 把 用 4 达 代 换 成 用 4 一 2p7 和 迭代 ,就 能 僻 
把 两 个 特征 值 分 开 了 。 取 jp 二 4.9, 我 们 就 得 到 一 个 矩阵， 它 的 特 
征 值 是 5 一 4.9=0.1 与 一 5 一 4.9 一 一 9.9。 用 4 一 4.9I 作 远 代 ， 
则 收敛 速度 非常 快 ， 因 为 其 过 程 受 比值 上 5 支配 . 

对 于 特征 值 满 足 和 =43 一 … 王 44144| 过 1 (对 所 有 ?> 了 ) 
和 约 nxn 矩阵 ,不 会 产生 刚才 所 说 的 问题 。 公式 (2) 可 以 稍 加 修 
改 , 就 把 这 种 情况 包括 进去 了 ， 


17.5 其 余 特 征 值 的 计算 


我 们 仅 限于 观察 某 些 事实 并 列 出 一 些 参考 书 . 
(人 假定 4 的 主 特征 值 4; 是 正 数 , 而 其 余 特 征 值 按 其 大 小 顺 


* 357 ， 


序 ( 符 号 考虑 在 内 ) 排 列 为 
Al> 人 之， 之 A,， 
则 最 小 的 特征 值 4 可 由 考虑 和 矩阵 4 一 pI 而 求 得 ， 只 要 把 p 取得 
使 4, 一 p 为 4 一 pT 的 主 特征 值 . 这 总 是 可 能 的 。 例 如 , 如果 4 的 
特征 值 为 5,3, 一 1 与 一 2, 则 4 一 2 了 的 特征 值 为 3,1, 一 3 与 一 4， 
其 中 一 4 是 主 特征 值 . 
如 果 4 的 主 特征 值 是 负 的 , 则 同样 的 方法 可 用 于 一 4. 

“(ii) 4 的 中 间 几 个 特征 值 可 以 用 “压缩 "法 求 得 ,这 一 技巧 就 
是 把 4 换 成 另 一 个 矩阵 ， 使 它 的 特征 值 与 4 的 特征 值 除 一 个 外 都 
相同 ， 这 个 例外 是 4 的 主 特征 值 换 成 了 零 . 下 面 的 定理 就 对 称 年 
阵 说 明 这 一 方法 . 

定理 1 设 4 是 nx 对称 矩 阵 , 它 的 特征 值 为 41,.**，4;. 
设 wu 是 对 应 41 的 单位 特征 向 量 ,因而 本 出 二 1，4 册 二 机 uy。 此 
时 ,和 矩阵 : 
B= A— Auiu 
的 特征 值 是 0,4s,，…… ,4，,. 
注意 ，utui 是 一 个 列 向 量 (n x 1 和 矩阵) 与 一 个 行 问 量 (1 x 
矩阵) 的 乘积 ,根据 矩阵 乘法 的 规则 , 它 是 nxxn 和 矩阵 . 
定理 工 的 证 明 由 15.3 节 得 知 ,可 以 找到 由 4 的 % 个 特征 向 
量 组 成 的 正规 正 交 集 utu,……，a, 对 应 的 特征 值 分 别 为 4，42， 
… ,4.( 这 些 特征 值 不 一 定 互 不 相同 )。 此 时 ， 
Bu;= Au,— Auuiu, 
= hi A (uy). 


但 i=1 时 ,uiu,==1; 在 其 他 情况 下 uiu. 二 0 据 正 交 性 )。 所 以 


0， 当 4=1 有 时 ， 
4:uUu， 当 ?1l 时 . 


这 样 , 就 证 明了 BB 的 特征 值 是 0 , 42， ‘A 注意 4 的 特 征 问 量 


“ 358 。 


Bu=| 


集合 ua， …，un 同时 也 是 B 的 特征 向 量 集合 。 对 于 4，u 对 应 的 
特征 值 是 445 而 对 于 五 ,ul 对 应 的 特征 值 是 零 . 

例 3 

和 矩阵 


的 单位 主 特征 癌 量 是 


它 对 应 主 特征 值 4: = 一 6. 我 们 作 


2 4 一 2 一 4 
uiu = 了 -1 | -1 一 2) 一 本 -2 1 2 
一 ? 一 4 2 4 


“全 2 - 


五 的 特征 值 是 0 与 3 (两 重 ). 

如 欲 得 到 有 关 特 征 值 计算 的 更 深入 的 论述 ， 我 们 建议 读者 参 
税 如 下 书籍 . 

1. B. Noble, Numerical Methods,1,lieration, Program-— 
ming and Algebraic Equations,Oliver & Boyd, 1964. 

2. J. H. Wilkinson, The Algebraic Figenvalue Problem, 
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Clarendon Press, Oxford, 1965. 
练 习 
1 ， 及- 夺 代 法 求 拭 阵 
11 一 9 
4=( 一 9 1) 


的 主 特 征 值 ， 用 压缩 法 求 其 第 二 个 特征 值 ，。 
2. 选 代 法 对 和 矩阵 


3 4 
| 4=(4 3) 
失效 ， 把 迭代 法 用 于 和 矩阵 4 一 4.9 了, 求 出 4 的 一 个 特征 值 及 其 对 应 的 特征 向 


量 . 
3. 用 迁 代 法 和 压缩 法 求 矩 阵 


的 特征 值 ， 


第 十 八 章 “代数 学 的 若干 应 用 ， 


18.1 分 子 振动 ，CO, 分 子 


求 一 个 振动 分 子 的 固有 频率 的 问题 实质 上 是 一 个 特征 值 问 
题 ， 作 为 这 一 课题 的 一 个 引 论 ， 我 们 在 这 里 考虑 二 氧化 碳 的 分 
子 . 这 是 一 个 线性 分 子 , 亦 即 , 当 这 一 分 子 处 于 平衡 状态 时 ， 它 的 
所 有 原子 都 在 一 条 直线 上 . 

我 们 先 考虑 纵向 振动 ， 其 计算 类 似 于 在 13.1 节 例 3 中 提出 
而 在 13 .3 节 解 决 的 弹 敌 的 振动 问题 . 我们 假定 这 一 分 子 的 所 有 
运动 都 是 很 小 的 . 


9 9 9 平衡 状态 

| | | 

| | | 

| ] . 
1o。 | ) : 
1 0 1 © | 9 该 系统 在 运动 
人 

1 4 | * | 必 


87 CO; 分 子 的 纵向 运动 . 


设 zi 与 zs 表示 当 这 一 系统 作 纵向 振动 时 ， 开 个 氧 原 了 篇 离 
平衡 位 置 的 位 移 ,而 yz 表示 碳 原子 偏离 平衡 位 置 的 位 移 ， 假 定 恢 
复 力 是 偏离 平衡 位 置 的 位 移 的 线性 函数 ， 并 假定 矶 原子 和 一 个 氧 
原子 之 间 的 力 常数 (相当 于 弹簧 的 阐 性 系数 ) 为 尺 , 而 两 个 气 原 子 
之 间 的 力 常 数 为 k'， 一 个 氧 原子 的 质量 用 m 表示 , 磋 原 子 的 质 最 
用 驻 表 示 ， 则 运动 方程 是 
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mil=k(ts— 21)+ RkR'(vs— 1), 
te (1) 
MI3 一 一 玉 (Y3 一 %2) 一 天 (2Zs 一 和 1) 。 
这 个 方程 组 可 以 用 和 皇 阵 记号 写成 
一 (DZ+9) 7 9 
六 二 Ax, 这 里 | r 一 27 7 ‘2) 
2 p -pio 
其 中 
2 一半， 9 一 乞 ， r 一世. 


为 了 解 这 个 方程 组 ,我 们 着 手 找 一 个 矩阵 0O, 使 CT'AC 是 对 
角 和 矩阵 、 然 后 ,用 坐标 变换 x 二 Cy 就 会 把 正规 方式 揭示 出 来 ， 
4 的 特征 方程 是 
14—AI1|=—A(4+p+29)(A4+ p+27)=0. (3) 
所 以 4 的 特征 值 是 4=0, 一 (p+29), 一 (p+27)。 对 应 的 特征 
向 量 空间 的 生成 元 如 下 所 示 ， 


1 z 1 1 
2m 
ol 1 Sgt2g): 0 jj; Secpt2r)s |. 
1 —1 


1 


再 置 
1 1 
、 2 
x 一 Cy， 这 里 C=| 1 0 | (4) 
1 —1 l 
川 
0 0 0 
0 0 一 (2D+27) 


* 362。 


-运动 方程 化 简 为 了 = (C-!4C)y, 亦 即 
yi 一 0， 
y+ (p+29)y; =0, (6 
ys 十 (2 十 27)ys 一 0， 


一 c++ 
yz 一 cz sin (VY p+2g t+a), | (7) 
ys=es sin (YY p+2r7 t+pB). 
三 类 正规 方式 分 别 是 当 1=1,2,3 时 由 y: 隆 0,y,;= 二 0(j 尖 7) 所 
:给 出 的 . 由 (4) 式 ,这 三 类 正规 方式 分 别 对 应 于 
(YI 一 和 2 一 和 3 一 Ci 十 史 ， 
(i) za 一 0,zi 一 一 2 一 cz sin(Y p+29t+a), 
(111) Zi 一 和 3 一 Cssin(JD+27t+B)， 一 一 (2 )z , 
(8) 
第 一 类 正规 方式 〈 对 应 特征 值 4=0) 只 是 一 个 平移 . 其 余 两 类 
正规 方式 都 是 在 平衡 位 置 附近 的 振动 (图 88 ). 其 周期 分 别 是 
2 2 元 
59 Votar: 


0 人 0 0 © 0 


@ 0 
> 2 < 一 CD 


O 
= 
”图 88 CO; 分子 纵向 运动 的 正规 方式 


我 们 在 解 这 个 纵向 振动 问题 时 , 先 从 方程 组 (1) 开 始 。 这 个 方 
程 组 是 根据 如 下 定律 列 出 的 , 力 = 质 量 x 加 速度 . 在 更 复杂 的 问 
是 中 还 要 用 到 拉 格 朗 日 运动 方程 。 我 们 曾 在 16.4 节 例 10 中 用 过 
这 个 方法 . 

不 管用 什么 方法 ,要 确定 振动 频率 ,总 要 达 涉 到 把 一 个 行列 式 
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锋 式 分 解 ， 显 然 ,对 于 高 阶 行列 式 , 这 可 能 是 一 个 十 分 宛 长 的 过 
程 。(3) 式 中 14 一 471 的 因 式 分 解 ,尽管 仅仅 是 三 阶 行列 式 , 其 计 
” 算 过 程 已 是 繁 得 令 人 讨厌 了 (文中 我 们 已 把 这 些 计算 略 去 ). 而 
若 在 三 维 空间 讨论 CO, 分 子 的 运动 ， 其 方程 组 要 涉及 九 个 坐标 ， 
每 个 原子 三 个 坐标 ， 问 题 就 归结 到 求 一 个 九 阶 行列 式 的 特征 值 . 

幸好 ， 这 些 分 子 运动 内 在 的 物理 规律 为 我 们 提供 了 一 个 较为 
-简捷 的 途径 .我 们 不 要 先 计算 特征 值 后 求 特征 向 量 ,而 是 反 过 来 ， 
先 求 特征 向 量 。 正 如 下 文 所 述 ， 这 样 就 不 会 有 太 大 的 困难 了 ， 当 
然 ,知道 特征 向 量 以 后 , 它 所 对 应 的 特征 值 与 振动 频率 也 立刻 可 以 
求 出 . : 

(i) 首先 ， 访 分子 可 能 的 纵向 运动 之 一 是 以 常 速率 作 平移 . 
在 这 样 的 运动 中 ,7X1 二 xz; 二 3s 一 5%, 而 方程 是 (参看 (2) 式 ) 


mem 


因而 ， 我 们 有 了 第 一 类 正规 方式 ， 对 应 特征 值 0 的 平移 . 

(ii) 该 系统 关于 矶 原子 对 称 ,我 们 来 找 一 类 对 称 的 振动 方式 ， 
亦 即 z= 一 x3,%s 二 0 的 振动 方式 . 

我 们 也 可 以 用 下 面 的 论证 来 说 明 这 样 做 是 对 的 .因为 两 个 氧 
原子 毫 无 区 别 ， 并 且 在 平衡 状态 下 它们 与 磋 原子 的 距离 也 是 一 样 
的 . 所 以 ,如 果 把 zi 与 Ys 全 部 互 换 ,运动 方程 (1) 不 受 影 疯 . (分 
子 的 对 称 性 也 反映 在 矩阵 4 中 ,412 二 432,413 二 G31, 921 一 0G33，G11 一 
4a33, 也 就 是 说 ,与 下 标 1 有 关 的 矩阵 元 凤 总 是 与 带 下 标 3 的 对 应 元 : 
- 素 相 等 。) 


7 
ml b james 《代表 一 个 正规 方式 )， 对 应 特征 值 


eC 
人。 则 把 它 的 第 一 分 量 与 第 三 分 量 交换 以 后 ,得 到 的 向 量 仍然 是 对 
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站 4 的 特征 向 量 。 这 两 个 向 量 的 差 ( 除 非 4 二 ¢) 


i 


也 是 对 应 和 的 特征 向 量 , 它 的 分 量 请 足 41 二 一 583,72 二 0， 

(iii) 在 上 述 问 量 中 置 a 一 c, 亦 即 Zi 一 zs 我 们 就 得 到 第 三 类 - 
正规 方式 。 又 因为 当 此 分 子 在 平衡 位 置 附近 振动 时 ， 在 每 一 状态 
下 ,该 系统 的 线性 动量 都 是 零 ， 所 以 


mxl+ Misi+ mars=0., 


2m 
一 一 7 万 1， 


现在 不 难 验 证 ,上 面 所 得 到 的 vi, ys 与 zs 之 间 的 每 组 关系 式 
都 定义 了 4 的 特征 向 量 ， 对 应 的 特征 值 在 计算 过 程 中 也 会 自然 地 . 
得 到 . 
注意 分 子 的 正规 振动 方式 与 分 子 的 对 称 性 是 相 容 的 . 在 本 傅 
中 , 仅 有 一 -个 非 平 凡 的 对 称 一 一 一 个 反射 ,反射 平面 通过 碳 原 子 且 
巧 直 于 两 个 氧 原 子 押 在 的 直线 ， 振动 着 的 分 子 在 这 样 对 称 变换 下 
:的 像 与 原来 的 振子 完全 一 样 . 
三 维 空间 中 的 正规 方式 
二 氧化 碳 分 子 的 一 般 运动 是 由 九 个 坐标 刻 划 的 ， 每 个 原子 三 . 
个 坐标 "(图 89 )。 在 任 一 特定 时 刻 , 分 子 的 位 置 ( 相 对 于 平衡 位 置 
而 言 ) 用 一 个 列 向 量 v 来 表示 ,v 的 九 个 分 量 是 riyyi，zi， Ya，y?， 
-2903,Y3,23. 这 个 位 置 向 量 的 九 维 空间 称 为 该 分 子 的 构 形 空间 .… 
运动 方程 可 以 写成 


-由 此 得 出 


v=Bv (9) 


* 这 里 我 们 放弃 了 把 y, 用 来 表示 正规 坐标 的 做 法 ， 因为 我 们 需要 用 这 些 记号 盆 -- 
妈 表 示 该 原子 的 特定 坐标 。 


» 365* 
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图 89 CO: 分 子 的 坐标 系 


舶 形式 ,这 里 B 是 9x9 矩阵 .由 此 可 见 ,最 多 可 能 有 九 类 正规 方 
式 ， 我们 已 经 找到 其 中 三 类 ， 现 在 再 来 说 明确 实 还 有 六 类 ， 

首先 ， 在 y 方 向 与 z 方向 上 各 有 一 个 平移 .. 特征 向 量 由 

(iv) Yi 一 yz 一 ysy0i 一 和 一 0( 对 所 有 7)3 

(v) 2 一 2 一 504 一 % 一 0( 对 所 有 1 
给 出 .这 两 类 正规 方式 的 特征 值 都 是 4=0， 

此 外 ， 还 有 两 个 一 维 的 特征 向 量 空间 也 对 应 原子 的 非 加 速 运 
动 ,所 以 也 是 对 应 特征 值 4=0 的 ， 这 些 特征 向 量 代表 旋转 (参看 
表 17 的 图 示 ): 

(Vi) yi 一 一 ys y2 一 0,2; 一 2 一 0( 对 所 有 2)8 

(vii) 41 二 一 28,22 二 0,$; 二 Yi 二 0( 对 所 有 让 ， 

最 后 ,还 有 两 类 正规 振动 方式 ,它们 由 下 列 特征 向 量 给 出 : 


(vi y=ys,92= 一 (全)y1v1=z1=0( 对 所 有 引 ， 
(ix) 21 二 23,22 一 一 (2 他 )zbri=y%=0( 对 所 有 ?1) 。 
-其 中 碳 原 子 分 量 与 氧 原子 分 量 之 间 的 关系 仍 由 线性 动量 守恒 推 
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出 ， 这 两 个 正规 振动 方式 与 分 子 的 对 称 性 也 是 相 容 的 . 
我 僻 把 所 得 到 的 结果 总 结 在 表 17 上 


表 17 CO: 分 子 的 正规 方式 


类 型 三 个 平移 两 个 旋转 四 个 振动 
Ek - Se i ~ a 4 
方式 - 全 t 1 好 i eh 
Pa 本 和 i 4 四 站 or po : 
特征 癌 基 
fm 全 0 0 ON [0 1 :1 "1 人 ?1 
| yi 0| 1|1 0 0 0 0 11 0 
中 0 了 1 0 1 oo "| 1 
| 
| 1 0 | 0 "| | 0 0 -| 0i| 0 
| | 2; I 
olij1ilio 0 0 0|| 0 -< 名 | 0 
| 2 
| 
2 一 一 一 -一 
| ’ 
i 1 0 0 0| | 0 -1 1 0 0 
ys 0 : 0 —1 | 0 0 0 | | 1 人 
Zs ) 0 oj) \1 0 :一 1 0)!: 0 0 | 1 


! 的 条 上 月 《i) (iv) (Vv) (vi) (vii) (11) 《iiiy》 (Yiii) (ix) 


用 表 中 所 列 的 向 量 作 列 的 9x9 和 矩阵 C 是 非 奇 异 的 ,并且 
C-1BC 是 对 角 和 矩阵 ， 坐 标 变换 v 二 Cv* 把 方程 组 (9) 化 简 成 用 正 
规 坐 标 表 出 的 方程 组 ， 对 后 一 方程 组 我 们 可 以 用 观察 法 求解 . 在 
表 17 中 ,除了 (viii)、(ix) 两 项 中 的 特征 频率 未 求 出 外 ， 我 们 已 经 
完成 了 这 个 问题 的 解答 . 

三 维 分 子 

三 维 分 子 振动 问题 的 解法 仅 与 CO 分子 的 情况 稍 有 差别 . 如 
果 此 分 子 有 % 个 原子 ， 则 它 在 任 一 瞬间 的 位 置 由 一 个 3 维 向 量 
描述 ， 它 的 运动 方程 涉及 一 个 3 ax 3 % 矩阵 , 它 的 非 零 特征 值 与 
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振 功 的 固有 频率 以 简单 方式 相 联 系 。 要 求 它 的 特征 值 , 最 好 先 投 
出 它 所 对 应 的 特征 向 量 ， 而 这 些 特征 向 景 刻 划 了 分 子 运动 的 正规 
方式 ， 

在 所 有 可 能 的 3 2 类 正规 方式 中 ， 三 类 是 平 黎 ， 三 类 是 旋转 
(在 线性 分 子 的 情况 只 有 两 类 旋转 ), 剩 下 的 3 2 一 6( 或 37 一 5) 类 
正规 方式 是 振动 。 在 这 里 我 们 不 能 仔细 分 析 如 何 求 出 这 些 正规 方 
式 , 但 想 指 出 ， 这些 正规 振动 方式 与 分 子 的 对 称 性 密切 相关 。 在 
COs 分 子 中 ,每 一 正规 振动 方式 在 对 称 变 换 下 不 变 ， 对 于 更 一 般 
的 分 子 ,这 一 点 不 再 成 立 ， 但 是 , 这 些 正规 方式 可 以 分 成 若干 组 ， 
使 得 该 分 子 的 对 称 变 换 群 总 是 把 一 组 中 的 正规 方式 映 到 本 组 正规 
方式 的 线性 组 合 . 因此 ,运用 该 分 子 对 称 变换 群 结构 的 知识 ,不 难 
把 这 些 正规 方式 组 以 及 它们 所 生成 的 向 量 空 间 求 出 ， 这样 , 我 们 
获得 群 论 在 物理 学 中 的 一 个 重要 应 用 . 

分 子 振动 的 动力 学 理论 在 下 面 的 参考 书 中 论 及 ， 

Corben & Stehle, Classicat Mechanics,Second Edition 、 
Wiey,1960. 上 

有 关 群 论 的 应 用 ,可 参阅 下 列 书籍 ， 

1. F. A. Cotton,Chemical Applications of Group T'heory, 
Wiley,1962, 

2. R. MoWeeny,Symmetry,Parganion,1963. 

3. Jaffe & Orchin, Symmetry in Chemtisiry, Wiley, 1965., 

4. L. F. Phillips, Bastc Quantum Chemistry, Wiley. 
1965. 

5. R. M. Hochstrasser, Molecular Aspects of Symmetry, 
WW. A. Benjamin,1966., 

6. G. G. Hall, Applsed Growp Theory,Longmans,19657. 
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练 习 
1. 本 分 子 H:D( 图 67) 不 是 线性 的 .在 平衡 状态 下 ,两 个 氨 原 子 与 氧 原子 
保持 同样 的 距离 ,但 它们 不 在 一 条 直线 上 。 所 以 , 在 九 类 可 能 的 正规 方式 中 ， 
三 类 是 平移 ,三 类 是 旋转 。 试 画 出 三 类 线性 无 关 的 正规 振动 方式 的 草图 。 
提示: 这些 正规 振动 方式 与 分 子 的 对 称 性 相 容 .] 


18.2 相对 论 : 洛 伦 兹 变换 


数学 中 最 重要 的 概念 之 一 是 不 变性 的 概念 . 这 种 思想 对 我 们 
来 说 已 不 是 新 的 了 。 例如 , 我 们 知道 了 一 个 物体 的 对 称 性 是 用 保 
持 该 物体 不 变 的 等 距 变 换 来 衡量 的 ， 又 如 , 在 上 一 节 中 我 们 提 和 到 
过 一 个 系统 的 运动 方程 在 对 称 变换 下 是 不 变 的 ， 并 且 指 出 了 怎样 
才能 以 这 种 思想 为 指导 ,去 求 得 正规 振动 方式 ， 

在 狭义 相对 论 中 我 们 还 可 以 举 出 另外 一 个 例子 ， 狭义 相对 论 
基本 假设 如 下 ， 

(i) 对 于 两 个 以 常 速度 相对 运动 的 观察 者 来 说 ， 每 一 个 物理 
定律 都 同等 地 有 效 ， : 

(iD 光速 是 一 个 物理 常数 c<， 两 个 以 常 速度 相 对 运动 的 观察 
者 都 会 观察 到 光 在 真空 中 沿 直线 以 速率 “ 运动 ，( 实 验证 明 ,c 近 
们 于 300000 公里 / 秒 .) 

考虑 两 个 以 常 速度 相对 运动 的 观察 者 。 每 一 观察 者 设置 一 个 
直角 坐标 系 。 假定 在 一 个 被 两 个 观察 者 一 致 称 为 1=0 的 时 刻 , 这 
两 个 坐标 系 有 瞬时 地 和 重合。 然后 坐标 系 随 着 各 自 的 观察 者 运动 . 

第 一 个 观察 者 注意 到 ， 在 时 间 # 内 ， 光 从 (0,0,0) 运动 到 了 
<《%,Y ,2). 他 得 出 光 违 “是 由 (z2+y2+ 22)3- 只 或 者 

w+ ytd=0 (10) 

给 出 的 . 

第 二 个 观察 者 注意 到 ,在 他 的 坐标 系 中 , 光 在 时 间 纪 中 由 (0， 
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0,0) 运 动 到 了 (7 ,yz )。 他 得 出 光速 由 下 式 给 出 ， 
YY 一 6 一 0. (11) 
由 基本 假设 ,在 方程 (10) 与 (11) 中 的 常数 c 相同 。 这 两 个 方程 给 
出 了 两 个 坐标 系 间 的 一 个 关系 : 
02 十 2 a (12) 
设 T,(z,y,2, 人 一 >(zw',y' ,z',t') 是 联系 第 一 个 观察 者 的 量 值 与 
第 二 个 观察 者 的 对 应 量 值 的 变换 , 则 二 次 型 . 
Q=7x: + y+ 2 — et? 《13 小 
在 变换 了 下 不 变 . 
因而 ,出 现 一 个 有 趣 的 问题 ,我们 能 够 找到 一 个 变换 了 保持 Q 
不 变 吗 ? 特别 , 了 能 够 取 为 线性 变换 吗 ? 
我 们 只 限于 注意 这 种 情况 ; 第 二 个 观察 者 以 速率 在 2 轴 方 
向 上 相对 于 第 一 个 观察 者 运动 (图 90)， 此 时 坐标 平面 y=0 与 
yY' 一 0 永远 重合 ;平面 z=0 与 < ==0 也 是 这 样 ， 于 是 ,我 们 总 可 以 
假定 y=y 及 zz=2 。 条件 (12) 就 简化 为 
y y’ 
| 第 一 个 观察 者 . ”| 第 二 个 观察 者 


图 90 ”两 个 观察 者 的 参考 系 


x et 022 : (147 
设 了 是 一 个 线性 变换 , 它 把 (z , 世 上 映 到 (x', 坟 ), 并 且 使 条 件 (14) 满 
足 . 首先 注意 到 x'=0 蕴涵 着 x 一 vt 一 0, 因 为 第 二 个 观察 者 的 坐 ` 
标 原点 O' 以 速率 " 相对 于 第 一 个 观察 者 运动 。 由 此 可 匈 , 对 于 茶 : 
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个 (可 能 与 ”有 关 的 ) 常 数 y, 有 


Y' 一 ?(Z 一 色 )。 


(15) 


根据 坐标 系 的 取 法 (图 90), 可 以 假定 是 正 的 (考虑 当 t=0 时 的 


量 值 )， 我 们 再 用 线性 关系 


t=—=ax+t+obt 


完成 了 的 定义 ,这 里 a 与 5 是 待定 的 常数 . 


(16) 


把 (15)、(16) 两 式 代 入 (14) 式 ,我 们 得 知 二 次 型 和 一 重 等 


于 
ym—vt) ear + bt)’, 
比较 zs?*、wt 以 及 天 项 的 系数 ,我 们 得 到 
1 一 ?2 一 2c2， 
0 一 一 ?27 一 40C2， 
一 5c2 一 202 一 02c2. 
由 方程 (18) 
a252C4 一 4023 
但 由 方程 (17) 与 (19) 
arb?ct= (yt—1)(yv + 0:), 
最 后 ,由 方程 (20) 与 (21) ,我 们 求 出 了 正常 数 


vy(v) =— 
” HT 一 22/c2“ 


再 代入 到 方程 (17) 与 (19) 中 去 ,我 们 得 到 


v/c’ 


0 二 a(v) 二 土 一 一 一 一 一 一 
TAI 一 027c2 


1 
b=0(v) = + 


注意 y ,a,b 都 是 与 有关 的 常数 ,并且 


(17) 
(18) 
(19) 


(20) 


(21) 


(22) 


(23) 


y(—9)=7(2), a(—t)=—a(v), (~v)=6b(v). 
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为 了 保证 这 些 常 数 古 实 的 ,必须 | <c， 
只 剩 下 要 人 确定 a 与 总 的 符号 了 .线性 变换 下 若 用 和 托 阵 形式 给 
直 是 


和 (24) 


(0 )= Lv)( ， 其 中 Zw)=(? ; 
(参看 (15) 式 与 (16) 式 ). 对 第 一 个 观察 者 而 言 ,一 个 被 他 用 (z ,名 
度量 的 事件 被 第 二 个 观察 者 用 (x',t') 度量 , 坐标 通过 (24) 式 相 联 
系 ， 击 对 党 二 个 观察 者 市 言 ,第 一 个 观 紧 者 以 速度 一 vz 运动 ,所 纹 ， 
他 将 按照 


(“)=Le0(®) G25) 


来 计算 量 值 之 间 的 关系 。 从 (24) 式 与 (25) 式 ,我 们 得 到 
L(v)L(—v)=1. (26) 


因此 
re 
容易 求 得 
1 一 2]C7 
ek a J (27) 
线性 变换 


i 


(, )= L (vw)(, ) LO = ye 下， [lo <e (28) 


称 为 洛 伦 兹 变换 .它们 是 联系 以 常 速度 ”相对 运动 的 观察 者 的 量 
值 的 线性 变换 ,并 且 满 足 祖 对 论 的 基本 假设 ， 特别 ,z? 一 c2t2 在 洛 
伦 兹 变换 下 不 变 . 

甜 阵 的 集合 {L(Vv), 对 所 有 使 ilvi<e 的 v} 在 矩阵 乘法 下 成 为 
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一 个 夫 , 称 为 洛 伦 兹 群 。 由 (426) 式 显然 有 
LZ(s)j -= 也 (一 7)。 
此 外， 可 以 证 明 
L(V L(V )= L(V), 
其 中 : 


vt (29) 


2 二 VY’ 
1 + 一斑 
这 就 是 狭义 相对 论 中 速度 过 加 的 法 则 ， 
最 后 ， 我 们 希望 指出 上 文 的 讨论 同 偏 微 分 方程 的 联系 .油分 
方程 | 
00 190 0 (30) 
在 族 伦 北 变 换 下 不 变 , 亦 即 , 根据 变换 (28) 把 变量 zx,t 变 为 了 ,4 
后 ,微分 方程 (30) 成 为 z : 
O01 0 
0x? ce? Ot? 
这 里 U' 是 #' 与 的 锁 数 , 它 是 由 U 经 过 变量 变换 而 得 到 的 ， 注 
意 方程 (31) 与 方程 (30) 是 相同 的 方程 ,只 不 过 盾 者 用 新 变量 表 出 . 
当 我 们 把 方程 (30) 看 成 以 速度 c 运动 的 波 (例如 光波 ) 的 波动 方程 
时 ,这 种 不 变性 的 理由 是 显然 的 ， 因 为 根据 狭义 相对 论 , 波 所 满足 
的 微分 方程 在 两 个 观察 者 的 坐标 系 中 具有 相同 的 形式 . 
如 和 欲 深 入 学 习 ,建议 阅读 如 下 书籍 ， 
1. W. Rindler, Special Relativity, Oliver & Boyd, 1960., 
2. 了 L. Synge, Relativity,; the Special Theory, Wiley， 
1968. | : 
3. Corben & Stehie,Classicalt Mechanics, Second Bdi- 
tion. Wiley,1960, 书 中 专 述 狭义 祖 对 论 的 一 童 . 


一 0， (31 ) 


+ 8730 


练 习 
2. 证 明 速 度 迭 加 的 法 则 (29). 
3， 观察 者 4 以 速度 十 e 相对 于 观察 者 B 运动 ， 而 观察 者 B 在 同一 广 


向 上 以 速度 子 c 相对 于 观察 者 C 运动 。 求 4 相对 于 C 的 速度 . 


4. 验证 , 算 阵 LG) 的 行列 式 值 为 1. 
5. 验证 [2Z(o) 一 一 区 ( 一 0)。 
6. 证 明 , 所 有 出 (28) 式 定义 的 怎 阵 L(w) 的 集合 在 矩阵 乘 靶 下 成 为 一 个 


7. (i》 验证 ,函数 wz,b)=sin(z 一 ct 满足 波动 方程 (30)) 
(ii) 求 使 用 洛 伦 兹 变换 (28) 后 所 得 到 的 图 数 U'(x',t')， 
{提示 ， 


(, )=[ZCo) 本 (= 一 (>,) 
因而 
t=yr +yvt’, t=( 闻 )v'+yt J 


(iii) 验证 ,函数 U' 也 满足 波动 方程. 
8， 按 如 下 方法 一 般 地 证 明 波动 方程 在 洛 伦 兹 变换 下 不 变 ， 设 两 组 变量 
x,t 与 x',t' 通 过 变换 (28) 相 联系 ,并 且 U' 是 x',# 的 函数 , 它 是 把 函数 UU(z， 
1) 中 的 变量 x,t 用 x',t' 表 出 后 得 到 的 。 证 明 
oU 1 6 OU’ 1 oOU’ 


-一 Cn 


Av: oa Ol Do 0 O° 


18.3 概率 论 ， 马尔 可 夫 过 程 


在 物理 学 ,生物 学 与 社会 科学 中 有 一 大 类 问题 ,它们 研究 的 是 
事件 的 一 个 序列 ， 其 中 每 一 事件 仅 与 紧 挨 在 它 前 面 的 事件 有 关 . 
这 样 一 个 事件 序列 称 为 马尔 可 夫 过 程 ,以 纪念 俄罗斯 数学 家 A.A. 
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马尔 可 夫 , 他 在 1907 年 首先 提出 了 这 个 论题 . 本 节 中 我 们 要 举 儿 
个 例子 ,并 且 简 单 地 讨论 一 下 过 到 的 代数 问题 . 

“ 例 1 人 口 研 究 

某国 对 城镇 与 农村 之 间 的 人 口 流动 作 年 度 调 查 ， 发 现 有 一 个 
稳定 的 者 城镇 流动 的 趋势 ,具体 情况 如 下 : 

(i) 每 年 ,农村 居民 的 2 去 % 移 居城 镇 ; 

(ii) 每 年 ,城镇 居民 的 1% 移 居 农 村 ， 

现在 , 总 人 口 的 60% 住 在 城镇 。 假 定 总 人 口 (包括 城镇 与 农 
村 ) 保 持 不 变 , 并 且 人 口 流动 的 这 种 趋势 继续 下 去 .那么 , 一 年 以 
后 作 在 镇 的 人 口 所 占 的 比例 是 多 少 ? 二 年 以 后 呢 ? 十 年 以 后 

? 最 终 昵 ? 

看 起 来 好 象 城 怕 居民 在 总 人 口中 所 占 的 比例 将 深 年 增加 ， 但 
是 ,如 果 由 此 推断 最 终 全 国人 口 都 要 住 在 城镇 , 那 就 非常 莞 雇 了 . 

这 个 问题 适 于 用 和 矩阵 方法 解决 ， 设 如 与 co 分 别 为 现在 城镇 与 
农村 居民 所 占 的 比例 , 又 设 与 c; 为 上 年 以 后 对 应 的 比例 ， 在 我 
们 的 问题 中 , to 二 0.6,co 二 0.4。 我 们 先 求 太 与 c1。 假定 总 人 口 为 
N。 据 假设 ,这 个 数 在 任何 时 候 都 不 变 。 于 是 , 一 年 以 后 , 城镇 人 
口 5N 是 由 原来 城镇 居民 的 99% 加 上 原来 农村 人 口 的 2 去 %6 而 
组 成 的 , 亦 即 

上 一 0.99t1NT+T0.025 coN。 (32) 

同 理 


ciN=0.01toN +0.975 coN. (33) 


这 样 ,我 们 问题 的 第 一 部 分 就 解决 了 : 置 1o=0.6,co=0.4, 我 们 得 . 
到 和 ==0.604,ci 一 0.396，。 所 以 ,一 年 以 后 , 总 人 口 的 60.4% 住 在 


城镇 . 
方程 (32) 与 (33) 全 出 了 jivei 与 tovcs 之 间 的 线性 关系 . 这 两 


个 方程 可 以 用 矩阵 形式 号 成 
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0.99 0.01 ) 
0.025 0.975/" 
我 们 把 关系 式 用 行 向 量 写 出 ， 这 样 就 与 大 部 分 有 关 这 一 问题 的 文 
献 中 的 写法 一 致 。 夭 阵 


(t! CU 一 (t co 人 (34) 


me 
Cm 


(> 0.01 ) (35) 


0.025 0.975 

描述 了 从 现在 到 一 年 之 后 的 转变 。 又 因为 假定 人 口 流 动 的 这 一 趋 
势 持续 下 去 , 所 以 这 一 矩阵 同样 描述 了 年 之 后 到 &+1 年 之 后 
的 转变 ， 

(trest Cari)=(t cP, (36) 
从 (36) 式 显然 可 以 看 员 , 我 们 在 同 马 尔 可 夫 过 程 打交道 , R+L 年 
后 的 情况 仅仅 同 紧 挨 在 它 前 面 的 那 一 年 (第 年) 的 情况 有 关 。 甜 
阵 了 称 为 这 一 马尔 可 夫 过 程 的 转移 矩阵 .在 (36) 式 中 置 有 =1， 


并 且 用 (34) 式 ,我 们 有 
(to c2)=(t! CW)P=(i Co) 已 ， 
同 理 可 得 ,对 所 有 的 & z z 
(tb cb) 一 (可 co) 已: (37) 


因此 , 怎 阵 P* 瓜 述 了 从 现在 到 年 之 后 的 转变 ,特别 
, /0.98035 0.01965 
Po “04012 0 950875) 

由 此 , ty 二 0.98035 好 十 0.049125 co 二 0.60786。 因而 , 二 年 以 后 ， 
总 人 口 的 60.786% 是 城镇 局 民 . 

十 年 以 后 的 人 口 分 布 由 矩阵 PM 所 支配 ， 而 最 终 的 人 口 分 布 
则 是 出 当 & 充分 大 时 ，P* 的 性 质 决定 的 。 我 们 先 找 一 个 计算 P* 
的 公式 ,然后 再 用 这 个 公式 把 剩 下 的 两 个 阿 题 一 块 解 决 。 首先, 我 
们 再 任 细 考察 一 下 惩 阵 PP。 如果 我 们 把 PP 的 行 与 列 分 别 标 上 ft 
(城镇 ) 与 (农村 ), 则 它 描述 从 一 年 到 下 一 年 转变 的 方法 就 看 得 


。 .370。 


很 清楚 了 ， 
e 
(099 0.01 ) 
c \0.025 0.975 
如 灯 一 个 人 住 在 城镇 ,我们 就 说 他 处 于 状态 i; 如 呆 他 和 住 在 农村 ， 
就 说 他 处 于 状态 c<。 那 么 ,在 标 以 i 的 行 与 标 以 了 的 列 交 叉 处 的 
” 算 阵 元 素 表 示 原 处 于 状态 沁 而 一 年 后 处 于 状态 j 的 人 口 在 原 处 于 
状态 :的 人 口中 所 占 的 比例 ， 例如 ，ct- 元 素 (=0.025) 给 出 了 在 
一 年 期 间 要 迁居 到 城镇 的 农村 居民 在 农村 居民 中 所 占 的 比例 . 
因为 每 个 城镇 居民 不 是 留 在 城镇, 就 是 迁 到 农村 ， 所 以 书 的 
第 一 行 元 丝 的 和 是 1。 同样 的 结论 对 P 的 第 二 行 也 成 立 。 因 而 ， 
2 十 下 面 定理 所 考 虚 的 那 一 类 型 的 矩阵 ， 
定理 工 设 
‘1—p 7 
P=| , 一 小 且 p+g 关 0, 
则 PP* 由 公式 


2 ) 
d 2 


fd PP asf. 

(p+q)P -~(。 + (_ (38) 
给 出 ,其 中 > 一 1 一 (2 十 9)， 

证 明 对 下 用 归纳 法 ， 不 难 证 明 人 公式 (38)。 但 这 个 证 东 并 不 
能 畔 明 最 乌 是 怎样 得 到 这 个 公式 的 ,我们 介绍 一 个 证 明 方 法 ， 不 
需要 预 光 知道 P*( 对 任意 的 月) 的 表达 式 ， 

我 们 的 证 明基 于 如 下 事实 ， 

(i) 对 角 定 阵 的 和 次 需 可 以 即刻 写 出 ; 

(ii) 己 相似 于 对 角 垂 阵 也 :存在 一 个 矩阵 C ,使 CIPC= 呈 ， 
此 时 

D*=(0-1PO)*=C-1P*0, 
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所 以 
P*=C DCO, (39) 
我 们 着 手 对 角 化 P， 它 的 特征 方程 是 
| 一 一 4 了 =(4 一 1)(4 一 1+2D+q) 一 0， 
所 以 它 的 特征 值 为 1 与 1 一 (p+9). 置 *=1 一 (p+9)。 特 征 向 
量 空间 的 生成 元 如 下 所 示 ， 


据 13.3 市 的 定理 V, 和 矩阵 
(0) eee(! 1) 
所 以 


1 0 1 0 
Pi=-c(，，) c=c(, wjC 1 (40) 
据 此 ， 公 式 (38) 即 得 。 因 为 |C1= p+gq， 条 件 p+9 关 0 保证 了 C 
是 非 奇 异 的 ， 

在 我 们 的 人 口 问题 中 

n=0.01, g=0.025, 7r=1—(»+g)=0.965., 

现在 只 要 把 这 些 值 以 及 k=10 代入 (38) 式 , 便 可 求 得 十 年 后 的 人 
口 分 布 了 . 

最 终 人 口 分 布 情况 如 何 呢 ?7 因为 0<r<1， 当 k>% 时 ， 
7 0。 所 以 ,从 公式 (38) 得 到 


当 h>oo 时 ,Pr> 了 Ta(。 5) (41) 


若 把 城镇 与 农村 的 居民 最 终 所 占 的 比例 用 行 向 量 (t。,c。) 表 示 , 则 
由 (37) 式 知 
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g p 
[ptg p+g 
(ts 5.)=(to co0) 
q p 
D+9 2+9 
=( Lt Ten ) 
p+g ptg 六 


但 如 fco=1。 从 而 


(t. 一人 PT 站 (42) 


在 我 们 的 问题 中 , p=100，4 一 站 所 以 ,最 终 ,总 人 口 的 3( 一 如) 
住 在 城镇 . : 
注意 这 一 结果 与 fo、 co 无关。 所 以 ， 不管 最 初 的 人 口 分 布 如 
何 ， 最 终 城镇 和 农村 的 居民 是 按 5:2 的 比率 分 布 的 。 这 个 最 终 分 
布 是 城镇 和 农村 之 间 的 平衡 状态 ， 迁 到 农村 的 城镇 居民 正好 被 迁 
到 城镇 的 农村 居民 所 抵消 . 
例 2 在 扩散 理论 中 的 应 用 
假定 某 一 物质 能 以 液态 与 气态 存在 。 又 设 在 任意 一 段 很 短 的 
时 间 内 : 
(i) 液体 的 2 去 % 蒸发 ; 
(ii) 气体 的 1% 凝结 . 
那么 ,不管 最 初 的 液 - 气 比率 如 何 ,最 终 将 达到 一 个 平衡 状态 ,此 时 


物质 的 过 是 气态 的 . 


其 分 析 过 程 同 例 1 一 样 ,只 不 过 以 液体 代替 农村”, 以 “ 气 
体 代 巷 城市 ,实际 上 , 液体 气体 的 互相 变化 是 一 个 连续 过 程 ， 
我 们 的 离散 过 程 只 能 作为 一 个 简化 的 模型 . 

例 3 随机 六 动 问 题 

一 类 很 重要 的 马尔 可 夫 过 程 是 所 谓 “ 随机 游 动 问题 。 这 类 问 
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题 有 其 广泛 的 应 用 ,例如 在 扩散 与 布朗 运 友 的 理论 中 ， 在 赌博 中 电 
是 如 此 .考虑 下 面 的 简单 例子 ， 

一 个 醉 汉 在 他 的 床 (图 91 上 标 为 4) 与 离 床 三 步 远 的 楼 梯 顶 
(图 上 标 为 1) 之 间 中 吕 , 他 每 走 一 步 , 朝 着 床 走 的 机 会 与 朝 闭 楼 说 
走 的 机 会 的 比 是 3 比 1。 如 果 他 到 了 位 置 1, 就 会 摔 下 楼 梯 ， 如 采 
他 到 了 位 置 4, 就 一 定 会 睡 个 好 觉 。 证 明 , 这 个 醉 汉 最 终 " 一 定 到 
达 床 和 楼 梯 顶 这 两 个 位 置 中 的 一 个 。 假 定 他 最 初 ” 

(i 离 床 二 步 远 (在 位 置 2)， 

(ii) 离 床 一 步 远 (在 位 置 3)， 


计算 他 到 床上 去 的 概率 
1 2 3 
图 91 知 汉 走 中 


我 们 来 作 一 个 4x 4 转移 等 阵 已 = (Po ) ,这 里 Pi; 表示 当 藤 汉 
在 位 置 ! 时， 下 一 步 便 走 到 位 次 7 的 可 能 性 ， 因 此 ，pu4 王 1， 而 
4 一 0 (7 了 一 1)2,3), 因 为 地 一 到 位 置 4， 立 始 训 策 到 来 上 去 了 ,位 
如 4 下 有 吸收 恋 ， 因 为 济 了 这 个 们 里 说 不 可 能 再 离开 了 ， 位 
置 1 也 站 展演 术 ，Dn 二 1,j py 二 0 (7 二 2,3,4)， 


当时 汉 在 位 是 2 或 3 时 ,他 绷 着 床 走 一 步 的 妇 率 4 行 着 床 


了 | 3 1 
走 一 步 的 概率 古寺 . 因此， P23 pai 于 ,D2s= 0 ( 中 个 留 在 2 
的 机 会 不 存在 ), 34 二 0 (也 不 能 一 步 从 2 路 到 4 )， 同 证 ， 、 231 Pas 


3 We 人 
4 咒 3 这 + 


1 
一 0， D32™ 本， 六 3 二 人 AP 7 


” 候 定 他 在 走 完 床 与 搂 梯 顶 之 问 这 一 段 路 之 前 不 会 清 上 三 过 来 ,也 不 会 摔 例 。 


“3280。 


1 0 0 0: 
二 0 > 0 | 

P= 1 s | (43> 
0 了 797 
0 0 0 1 


注意 P 的 所 有 元 素 是 非 负 的 (因为 都 是 概率 ) , 并 且 每 一 行 元 
素 的 和 是 1 .~ 有 具有 这 两 个 性 质 的 正方 矩阵 称 为 随机 矩阵。 例 1 的 
惩 阵 (35) 也 是 随机 和 矩阵。 现在 假定 醇 汉 在 位 置 2 .这 个 事实 可 以 
用 行 向 量 (0 1 0 0 ) 表示 。 这 个 向 量 可 以 解释 为 醉 汉 在 位 置 1， 
3,4 的 概率 都 是 零 ,而 他 一 定 在 位 置 2 。 走 一 步 以 后 , 他 的 位 置 概 


v2 FE 
率 是 


. 1 3 % 
(0100)P=(3 40). 
假如 他 再 走 一 步 ,那么 ,根据 概率 论 的 法 则 ,他 的 位 置 概率 古 
1] .3 /13.9 z 
(+030)P=-(3 450 站 (44) 


也 就 是 说 , 走 两 步 以 后 , 他 在 位 置 1, 2, 4 的 概率 分 别 为 子 ， 蛮 
4; 他 肯定 不 在 位 置 3 ， 注 意 
1 3 加 
(二 030)P=(0 i100)P’, 


所 以 ,这 个 醉 汉 走 两 步 的 运动 受 和 矩阵 P? 支配 ,更 一 般 地 , P* 是 他 
走 上 步 这 一 运动 的 转移 征 阵 . : 

我 们 感 兴趣 的 是 醉 汉 的 最 终 命运 。 用 代数 语言 说 ， 我 们 希望 
若 道 当 R>co 时 ， 忆 "的 情况 究竟 如 何 ， 方 法 之 一 是 像 例 1 那样 ， 
先 把 P 对 角 化 (如 果 可 能 ) ， 求 出 计算 P* 的 公式 ,然后 令 hk 一 %， 
再 说 明 已 : 趋 近 于 一 个 极限 矩阵 工 。 这 个 方法 牵涉 到 一 些 元 长 的 
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计算 ,而 如 果 我 们 采用 下 面 的 方法 ,这 些 计算 是 可 以 避免 的 . 

我 们 首先 证 明 这 个 醇 汉 最 终 总 会 到 达 床 或 楼 梯 顶 ， 因 者 不 
然 , 他 必须 一 直 在 位 置 2 与 3 之 间 来 回 走动 。 假 定 他 从 2 出 发 , 则 
他 走 到 3 再 回 到 2 这 样 来 回 8 次 的 概率 为 


3 .1 3V 
CN 
从 3 出 发 来 回 丰 次 的 概率 也 是 一 样 。 而 当 有 > oo 时 ，(-& ) ~0. 
定 会 在 位 置 1 或 4 结束 这 一 过 程 
限定 醇 汉 从 位 置 2 出 发 ,最 终 到 达 楼 梯 顶 的 概率 为 p， 如 果 他 
从 位 置 3 出 发 ， 此 概率 为 &。 那 么 ， 相 应 的 到 达 床 的 概率 分 别 为 
1 一 p 与 1 一 9。 因 而 , 苹 汉 的 最 终 命运 是 由 矩阵 


/1 0 0 0 
0 0 1 一 
L=| 了? ? (45) 
9 0 0 1T 一 Y 
0 0 0 1 
描述 的 。 我们 再 从 关系 式 
PL=L | (46. 


求 与 9。 这 个 关系 式 是 成 立 的 ， 因 为 
L=lim P=lim P*t!~ Pllim P’*)= PL, 
天 一 天 -20 


天 一 的 


从 (46) 式 推出 


-39 


四 
P= tT 


一 了 
《二 了。 


所 以 g= 训 ,p=- 太 .这 个 杖 汉 从 位 置 2 出 发 ,到 达 床 的 概 兴 为 
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-5 ;从 位 置 3 出 发 ,此 概率 为 了 ， 本 题 的 解答 至 此 完成 了 . 


马尔 可 夫 过 + 程 在 物理 学 、 生 物 学 和 社会 科学 的 许多 分 支 中 都 
起 重要 的 作用 . 例如 , 它 是 遗传 理论 与 所 谓 “ 生 灭 过 程 ” 理 论 的 
基础 . 我 们 建议 把 下 列 书 籍 作为 参考 书 ， 

1。W. Feller, An Introduction to Probability Theory, Vo- 
lume 1,Third Fdition. Wiley,1968. 

2. Kemeny, Snell & Thnompson, Tniroaduction to Tinite 
Matlematics, Prentice-Hall,，1964. 

3. S. Lipschutz, Theory and Problems of Finite Mathe— 
maitics, Schaum,1966. 

4. Mathews & Langenhop, Discrete angd Continuous Me— 
thods in Applied Maihematics,Wiley,1966. 

5. S. R. Searle, Mairiz Algebra for ihe Biologica™ 
Sciences, Wiley ,1966. 


练 习 


9. 设 了 与 Q@ 是 nx 随机 入 了 泗 。 证明, 乘积 PQ 与 kP+(1— RQ (0<. 

三 1) 都 是 随机 和 矩阵 ， 

10. 证 明 , 所 有 随机 矩阵 都 有 特征 值 1 ,并 县 求 出 该 特 征 值 对 应 的 一 个 
桂 征 身 量 . 

11. 一 个 三 态 马尔 可 夫 过 程 的 转移 矩阵 是 


/了 荆 工 
2 4 4 
厂 一 | 3 1 
10 a) 
00 1 
(i) 如 果 该 系统 从 状态 2 开始 , 求 经 过 两 个 步骤 以 后 又 回 到 状态 2 的 概 : 


束 . 
(ii) 证 明 ， 状 态 3 是 吸收 态 。 
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《iii) 证 明 , 该 系统 最 终 一 定 吸收 到 状态 3 。 最 终 不 可 能 回 到 的 状态 称 
为 胜 杰 。 因 此 ， 状 态 1 与 2 都 是 胜 杰 . : 

12. 若 PP 如 练习 11 所 示 , 求 计算 已" 的 公式 。 

13。 所 有 元 素 都 是 正 数 的 矩阵 称 为 正 矩 阵 。 给 定 


i | 


9 

| 
心 | S|~ 
© >| 一 | 


证 明 媚 : 是 正 矩 阵 ， 

14, 设 P= (p11) 与 Q= (qi;) 是 3x3 随机 矩阵， 其 中 己 是正 怎 阵 ， 置 
PQ=R= rs ). 证 鞭 

Ti 0219: 中 最 小 者 ， 

等 号 成 立 当 且 仅 当 2 一 9 一 和 yo。 

[提示 :用 pn 十 Ps 十 pis 二 1 这 一 事实 ;此 外 ,在 最 后 一 步 再 用 pi 之 0( 对 
所 有 的 J 

.利用 练习 14 证明, 如 果 卫 是 3x3 下 的 随机 算 阵 ， 出 limP， 一 定 存 


在 ， 并 且 是 形 如 
f° ob el | 
a bb c¢|, atb+e=l 
\s b ze . 


的 正 矩 阵 。 
[提示 ,和 矩 降 了 ,P:,P',… 的 订 ~ 元 素 组 成 一 个 单调 递增 序列 ,并 且 有 上 
界 1。 这 样 的 序列 是 收敛 的 。] 
16. 设 己 是 练习 13 所 示 的 从 阵 。 证 明 


12 8 5 
lim P* = 训 [12 8 5 
12 8 5 


17. 证 明 ,转移 矩阵 为 
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工 
4 
0 


S nl SI 


1 
4 
1 
4 
1 0 
的 马尔 可 夫 过 程 中 没有 任何 一 个 状态 是 吸收 态 或 瞬 态 ， 这 些 状态 称 为 循 环 


态 . 证 明 , 这 三 个 状态 循环 出 现 的 频率 比 接 还 于 12:8:5. 
18。 设 书 是 随机 和 矩阵 
0 1 
P=(, 0 


证 明 ,, 呈 己 不 存在 注意 ,已 的 任何 次 知 都 不 是 正和 泉 阵 
18.4 四 端 网 络 ， 传递 下 阵 ; 演 波 器 
本 节 中 我 们 要 举 讽 说 明 符 阵 论 在 电路 理论 中 的 应 用 。 
考虑 一 个 四 端 网 络 ( 图 92), 在 此 网 络 中 稳定 状态 的 输入 和 输 
出 克 变 电动 势 与 电流 分 别 由 
et)= Be’™', ti1(t)= Tie'™ 
与 
et) = Boe’™’, 12(8) = oe’®! 


给 出 .这 里 ,按照 电路 理论 的 习惯 ,j 代表 复数 W 一 1， 物 理 量 吾 ， 


图 92 四 端 网 络 


7, 了 ;Ts 为 该 系统 相应 的 ( 复 ) 振幅 . 
如 果 在 - -个 网 络 中 ， 输 入 电动 势 与 电流 可 以 表 为 输出 电动 势 
与 电流 的 线性 组 合 
ei(t)=aes(t) + bi.(t), 
ti(t) = ces(t) + adilt), 


刘 称 此 网 络 为 线性 网 络 ,这 里 a,5,c,4 为 与 时 间 :无关 的 复数 ,但 
是 它们 可 能 与 频率 。 有关。 消去 e'*', 我 们 得 到 矩阵 方程 


(7)-(° 0) 8) 


息 阵 
a 6 
4=(。 了 
称 为 这 个 四 端 网 络 的 传递 扎 阵 . 
例 4 串联 阻抗 


由 一 个 申 联 阻抗 Z 和 一 条 理想 导体 的 回路 便 可 组 成 一 个 非常 
简单 的 四 端 网 络 (图 93)， 我 们 回忆 一 下 


图 93 上 串联 阻抗 


。 1 
2 =R+j(oL—20); 


其 中 有 R, 工 与 0 分 别 表示 构成 这 一 阻抗 的 电阻 、 电 感 与 电容 。 由 基 
尔 霍 夫 定 律 ,我 们 得 到 
B=E,+2Zl1,, 


4 一 1,, 
传递 算 阵 是 


(49) 
福 意 , 它 的 行列 式 值 为 1. 


例 5 分流 阻 搞 


94 表示 一 个 分 六 有 退 抗 .由 基 尔 替 夫 定律 ,我 们 得 汉 
。386 ， 


| 
. ! | . 
5 1 1 |z| ! 1 < 
| | _ 
- 二 1 、 
Li 
图 94 分流 阻抗 


传递 矩阵 是 


1 0 
] (50) 
| 


这 个 和 矩阵 的 行列 式 值 也 是 1. 

四 端 岂 络 的 级 联 

四 95 表示 两 个 四 端 网 络 的 级 联 ,这 两 个 网 络 的 传递 矩阵 分 别 
为 4 与 B。 我 们 有 


所 以 


窗 此 ,该 系统 与 具有 传递 矩阵 4B 的 单个 四 端 网 络 等 效 ， 不 难 把 
它 推广 成 下 面 的 结果 ， 


* 387 。 


定理 开 如果 把 传递 年 阵 分 别 为 41,42,… ,4, 的 7 个 四 
端 两 络 ( 依 次 ) 级 联 , 所 得 到 的 四 端 网 络 的 传递 矩 阵 为 414，……… 
例 6 求 加 96 所 示 的 “T 型 ?网 络 的 传递 矩阵 . 
该 网 络 可 以 看 成 由 三 个 网 络 级 联 而 成 的 ， 一 个 串联 阻 杭 2Z,， 
接 一 个 分 流 阻 抗 2。, 再 接 一 个 串联 阻抗 4s。 由 和 矩阵 (49) 与 (50)， 
所 得 到 的 网 络 的 传递 矩阵 为 四 


> 


要 893 T 卫 瑾 网 络 


(i ni 1 0 i 3\ 1 A AVAN EY MAY A YAY 
(a ).en 


‘0 1 0/0O 1 2 Zs.+ Zs 
根据 乘积 的 每 列 式 的 定理 ， 行列 式 值 也 是 1 
速 流 器 中路 


一 类 很 重要 的 出 络 是 由 站 式 可 同 的 下端 闵 络 级 联 而 成 .这样 
的 网 络 称 为 相 流 强 , 因 为 它 只 允许 傈 符 频 率 的 电流 自由 通过 ,而 把 
其 他 频率 的 电流 减 吧 ， 最 次 通 的 让 波 器 电路 龙 所 请 “梯级 系统 ” 
(加 97)， 图 中 和 与 QH 分 别 浆 示 输 和 人 阻抗 与 输出 阻抗 . 整 个 电 


图 97 梯级 系统 
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路 可 以 看 成 % 个 对 称 的 T 型 网 络 ( 图 98) 级 联 而 成 ， 
”假定 角 频 率 为 @ 的 交 变 电流 通过 该 电路 .。 每 个 T 型 网络 的 


传递 矩阵 4 是 把 (51) 式 的 矩阵 中 的 21 与 Zs 都 换 成 亏 21 而 得 
到 的 . 因此 


图 98 对 称 T 了 型 网 络 


a 1 
4-(。a) 
C a 


其 中 


1+ 于 2 十 2z 
4 一 7， = 一 -一 一 一 一 一 ， “一 Ze (52) 


我 们 必须 注意 ,21,22 与 4 都 是 o 的 函数 ， 
和 矩阵 4 是 挎 阵 (51) 的 特殊 情况 ,我 位 有 


141 一 a2 一 5c 一 1。 (53) 
据 定 理 1, 输入 与 输出 的 振幅 祺 足 关系 式 : 
(7 ' )= A" (9 ). (54) 

过 1 “ . 


我 们 用 把 4 对 和 角 化 的 方法 去 求 计算 4" 的 公式 . 用 (53) 式 ， 我 们 
求 出 4 的 特征 多 项 式 为 
14 一 AI|=A—20A+1=(2— 一 40(4 一 3) (55) 
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4 的 特征 值 4: 与 A 是 (与 % 有 关 的 ) 复 数 , 它 们 满足 
ji42 一 1 ， 41 二 42 一 2 Qa. (56) 
此 外 ， 任 一 复数 都 可 写成 


r6i8 一 Caeip 一 e+ 
的 形式 ,其 中 a,B 为 实数 。 我 们 置 
Ai=e:, é£=a+3p, (57) 
其 中 a,B 为 实数 .从 (56) 式 推 得 
h42 一 6 (58) 
a=(e! +e t)=coshé. (59) 


我 们 不 妨 设 4: 是 使 gx 兰 0 的 特征 值 ， 特 征 值 4:=e 对 应 的 特征 
回 量 空间 22 ,的 生成 元 为 


(1) se( oa)1)-e(1) 


因此 

22 十 六 一 ce， 
从 而 

和 一 es—a 1 (由 (59) 式 ) 
—(et—e- 
2 
; 
sinkh £’ (60) 
因此 ,只 要 sinh 8&0 即 a 关上 1 就 可 以 了 。 注意 
/2 b? pb: 1 


由 此 ,可 以 取 适 当 的 平方 根 而 得 到 >。 再 注意 z(=z(@o)) 具 有 限 
抗 的 量 纲 ， 它 称 为 这 个 工 形 网 络 对 于 角 频 率 o 的 特征 阻抗 
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特征 值 4 一。-: 对 应 的 特征 空间 97,, 由 向 量 (”， ) 生成 . 
我 们 作证 阵 


2 一 2 es 0 
_ -40={ +. 
C (， 使 _C-L4C (» 2 (62) 
所 以 
C714"C=(0-14C)=( M 小 
0 er 
由 此 不 难得 到 
cosh né 2 sinh ng 
(0 . . (63) 
=sinh ng cosh ngé 
»_/ b vs 
现在 假定 我 们 取 z( -5 下 ) 为 恋 梯级 电路 的 输出 阻抗 
Z 册 二 2， (64) 
刘 
Eri=2n1, 
因此 ,由 (54) 式 
B, cosh né 2 sinh né\ .21,.,) ) 
(G, )- (i ng cosh ns k Tr 
由 其 中 第 二 个 方程 锥 及 
Ti 一 (sinh né+cosh ng) Ls 
一 6 了 了 1。 
把 上 ca+J6,c>0 代 和 ,我们 得 到 
Tn=e "(e 了 T1)。 (65) 


这 就 证 明了 
(i》 车 a>0, 电 流通 过 电路 时 被 减弱 ,并 且 , 当 7 充分 大 时 ， 
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在 此 梯级 电路 的 第 ” 级 上 ,电流 可 以 忽 赂 不 计 . 
“(i) 者 a=0, 则 电流 通过 此 电路 后 并 不 碱 小 其 振幅 . 

由 于 这 个 原因 ,a 称 为 该 滤波 器 电路 的 衰减 常数 .B 称 为 相 
位 常数 ,因为 它 给 出 了 每 级 上 相位 的 变化 ,8 称 为 传播 常数 . 这 
些 术语 可 能 会 引起 误解 ,因为 事实 上 c, 与 5 并非 真 正 的 常数 ， 
而 是 输入 电流 角 频 率 @ 的 函数 . 

条 件 (i) 与 (这 ) 是 在 (64) 的 假设 下 得 到 的 , 即 假定 了 输出 阻抗 
等 于 坪 征 阻抗 .可 以 证 明 , 在 这 种 情况 下 ， 滤波 器 的 工作 效率 达到 
极 大 值 . 

最 后 ， 我 们 再 把 无 衰减 通过 的 条 件 用 电路 的 阻抗 天 出 ， 当 
cz 一 0 时 ,方程 (59) 变 成 

a=cosh(38)=cosph. 

再 者 , 当 a 关 0 时 ， 则 a 不 是 实数 或 者 是 使 1a|>1 的 实数 《练习 
20)。 所 以 ,无 衰减 通过 的 条 件 是 a 为 实数 且 一 1<a<1 (极限 情 
况 4 二 土 1 需要 另行 讨论 )， : z 

因而 ,只 要 a 是 实数 且 一 1<a<1, 电 流 就 可 以 无 衰减 地 通过 
滤波 器 。 当 然 , 这 是 对 输入 电流 角 频 率 的 一 个 限制， 回忆 一 
下 

pA 十 书 ; 
2 


是 与 o 有 关 的 ， 

例 7 低 道 站 流 器 

99 表示 某 个 梯级 系统 的 一 部 分 求 能 无 训 大 地 通 过 该 
波 器 的 电流 角 频 率 范围 ， 


对 于 角 频 率 为 w 的 输入 电流 ,该 滤波 器 的 阻抗 是 
=joL， 22= 一 -7. 
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图 99 低 通 站 波 器 


21+ 2 1 ， 
5 一 一 7 一 一 了 LC+1, 
这 是 一 个 实数 ， 
该 瀑 波 器 的 无 衰减 通过 的 频率 应 满足 1a| <1, 亦 即 
0<oLC<4, (66》 
或 者 说 
2 
VV LO 
wo。 称 为 截止 频率 。 所 有 频率 小 于 o。 的 电流 无 衰减 地 通过 该 滤波 
器 ,而 所 有 频率 大 于 o。 的 电流 被 减弱 . 
特征 阻抗 z 由 
L 


1 1 
2 一 本 QI 二 52 一 一 ot+ © 


0<O<O, ,= 


= (4 02LC) LIC 


给 出 。 由 条 件 (66) 推 知 , 所 有 能 无 衰减 通过 的 电流 频率 部 使 2 研 
实数 (一 个 纯 电 阻 )。 因为 z 是 随 wo 变化 的 ,所 以 不 可 能 使 所 有 频 
率 都 注 足 条 件 (64)。 夺 取 效率 最 高 的 输出 阻抗 的 方法 在 一 些 高 级 
教 本 中 讨论 到 .例如 ,可 参看 W. R. Smythe, Stiatic and Dyna- 
mic Eleciricity, Second Edition, McGraw-Hill,19350. 
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用 矩阵 法 讨论 电路 理论 的 问题 ,还 可 参阅 A. Mary Tropper， 
Maitriz Theory for Electrical Engineering,Students, Harrap, 


1962。 此 书 中 还 列 出 另外 一 些 参 考 书籍 ， 
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19. 图 100 表示 某 个 滤波 器 的 一 部 分 , 求 能 无 衰减 地 通过 该 滤波 器 的 电 
流 角 频 率 分 布 ， 这 是 一 个 高 通 滤波 器 . 


图 100 高 通 滤波 器 


20. 设 a 二 cosh(a+jB), 这 里 a 与 6 是 实数 且 c 郑 0。 证 明 , 如 果 a 是 
实 的 , 则 1a| 之 1。 
[提示 :用 公式 
cosh(x%-+y)=cosh x cosh y 十 sinh x sinh y 
把 cosh(a 十 728) 展开 。] 
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等 价 关 系 


我 们 常常 根据 某 种 性 质 来 对 某 一 数学 系统 中 的 元 素 进 行 分 、 
类 ,这 种 方法 是 很 有 用 的 ， 比 如 ,可 以 根据 三 角形 的 角 或 面积 对 三 
角形 进行 分 类 。 在 第 一 种 分 类 中 ,出 现在 同一 类 里 的 二 个 三 角形 
是 相似 的 ( 即 对 应 角 相 等 ), 二 个 不 相似 的 三 角形 出 现 在 不 同 的 类 
一 个 例子 。 等 价 关 系 是 相等 这 个 概念 的 推广 , 它 根据 某 个 性 质 来 
衡量 相等 ， z 

定义 1 设 g 是 一 个 集合 ,~ 是 定义 在 乡 的 元 素 上 的 一 个 关 
系 , 使 对 22 中 的 任意 二 个 元 素 4 与 5 ,关系 ea 一 2 或 者 成 立 ， 或 者 
不 成 立 (写成 "ep )。 当 且 仅 当 一 依 以 下 方式 把 2” 分 成 互 不 相 
交 的 类 ( 即 没有 两 个 类 有 公共 的 元 素 ) 时 ,~ 称 为 等 价 关 系 : 

(i) 若 a~P, 则 a 与 5 属于 同一 类 ， 

(ii) 若 ax5b, 则 a 与 5 属于 不 同 的 类 ， 

例 1 2 是 所 有 整数 0, 士 1, 土 2，…' 的 集合 。 下面 是 定义 
在 2” 上 的 各 种 关系 ,哪些 是 等 价 关 系 ? 对 和 锋 价 关系 ,叙述 所 得 到 
的 分 类 情况 . 

(i) a~2 当 且 仅 当 a=b. 

(ii) a~b 当 且 仅 当 a 一 5 被 2 整除 ， 

(iii) a~b 当 且 仅 当 a 一 b 被 3 整除 。. 

《iv) a~b 当日 仪 当 a 所 bb. 

(v) a~b 当 且 仅 当 a 与 5 有 大 于 1 的 公 因 子 。 

《vi) a~b 当 且 仅 当 ab 关 0， 
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(i) “相等 "是 等 价 关系 ,对 应 的 分 类 是 平凡 分 类 , 即 每 类 中 愉 
有 一 个 元 未 . | 
《起 是 等 价 关系 , 它 把 分 成 两 类 ,一 类 是 偶数 0, 士 2, 土 4， 

,一 类 是 奇数 土 1, 士 3, 土 5，……，， 

(iii) 是 等 价 关系 , 它 把 22” 分 成 二 类 ,一 类 是 整数 3k, 一 类 
是 整数 3 +1, 一 类 是 整数 3 有 +2, 所 以 41~~ 一 4( 因 为 45 被 3 整 
除 ),41 与 一 4 都 属于 3R+2 这 一 类 . 

(iv) 不 是 等 价 关 系 ,否则 由 定义 I ,我 们 得 到 一 个 分 类 . 考 
典 整 数 5 与 7, 因 为 5<7,5 与 7 在 同一 类 里 . 但 是 7 基 5, 于 是 7 
与 5 不 在 同一 区 里 ,了 矛盾 。 四 . 

关系 一 称 为 对 于 关系 ， 如 果 从 a~b 可 推出 5~a。 关 系 (iv) 
钴 为 不 起 系 ,所 以 它 不 是 等 价 关 系 ， 

(Vv) 不 是 等 从 关于 若 不 然 ,我们 汶 虐 整数 9,15,20。 因 为 
9 与 15 有 公 因 子 3, 所 以 它们 在 周一 并 里. 同 理 ,15 与 .20 在 同一 
”类 里 ,但 是 9 与 20 坟 有 公 因 子 , 所 以 它们 在 不 同 的 类 里 。 帮 大 。 

关 示 一 称 为 传递 的 关系 , 妇 员 从 4~0,0~c 可 以 推出 ae 一. 
疾 欠 (VY 不 是 仿 冰 的 , 雇 以 它 不 是 等 价 关 去 

(vi) 不 是 等 价 关 和 未 ， 合 时 我 们 秀 谍 到 获 0。 因为 0.0=:0, 得 
XxX0， 村 是 内定 义工 ,0 与 了 0 在 。 杂 同 时 当时 | 

定义 在 集合 乡 上 的 关 杀 习 称 为 自 反 的 关 水 , 刻 果 对 2 中 所 有 
元 素 9, 有 a~a. 关系 (vi 去 是 自 肥 的 , 煞 0 与 分 类 不 相 容 ,所 以 
它 不 是 等 价 关 系 。 注意 关系 《Vi) 是 对 称 的 ,又 是 传递 的 ， 

从 上 面 例子 中， 可 清楚 看 出 等 价 ee 对 称 的 、 传 递 的 、 
自 反 的 .值得 注意 的 是 上 面 的 逆 命 忆 也 成 立 ， z 

定理 光 关 系 一 是 对 称 的 ,传递 的 ，、 的 则 它 = 等 价 天 

证 明 ” 设 和 ~ 定义 在 集合 2 上 . 我 们 应 该 证 明 这 个 关系 以 定 
义工 中 旭 定 的 方式 在 22 上 导出 一 个 分 类 。 


* 396 。 


用 名 (4) 代表 2 中 的 使 za 的 元 过 2 的 焦 食 。 由 目 反 性 ， 
2 属于 安 (6) 所 以 集合 宪 (9)， TP), “穷尽 了 2 中 的 所 有 元 
素 . 我 们 通过 证 明 四 

(i) 车 a~b， 则 (4) 与 与 (5) 是 :同一 个 集合 

(i) 车 am%5, 则 多 (4) 与 多 (65) 不 相交 . 

来 证 明 本 定理 ， 

(i) 设 a~2, 考 虑 儿 (Qa) 中 的 x#, 即 zx~a， 由 传递 性 ,从 < 
2 推出 zx 一 ,所 以 工 属 于 多 (人 0) 

由 对 称 性 ,a~ 必 意味 着 5~a, 如 上 同 理 可 证 属于 (5) 的 每 
个 + 属于 多 (4), 所 以 安 (2) 与 儿 (a) 是 同一 个 集合 ， 

(六 ) 设 axb, 而 z 同 时 属于 多 (ae) 与 多 (2)。 于 是 xy~a， 
Xp 由 对 称 性 ,e 人 zx， 所 以 从 传递 性 可 推出 一 5，, 与 假设 天 扶 . 
定理 证 上 毕 . 

本 书 讨论 二 个 重要 的 等 价 关系 ,一 个 是 行 等 价 ,这 是 定义 在 
所有 m xr 矩阵 的 集合 上 的 关系 (2.3 节 ) 一 个 是 相似 , 这 是 定 
义 在 所 有 n xn 矩阵 的 集合 上 的 关系 (13.3 节 ). 

关系 & 在 和 xz 的 矩阵 集合 上 导出 一 个 分 类 ， 使 当 且 仅 当 二 
个 矩阵 所 对 应 的 线性 方程 组 有 相同 的 通 解 ， 这 二 个 给 阵 属 于 同一 
类 。 每 类 包含 唯一 的 简化 阶梯 形 乍 阵 ， 这 个 矩 下 可 以 方 优 地 来 
代表 这 个 类 。 

相似 关系 是 根据 nxn 算 降 变换 是 否 在 坐标 未 的 变换 下 相 洗 
来 对 nxn 算 阵 变换 进行 分 类 。 如 有 可 能 , 取 对 角 矩 阵 作为 一 个 
类 的 代表 是 很 方便 的 .但 是 , 蘑 些 类 不 包含 任何 对 角 算 阵 ， 例如 > 
不 存在 与 切 变 矩阵 


相似 的 对 角 和 矩阵 ， 
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下 面 定义 在 集合 上 的 关系 中 ,哪些 关系 是 (a) 对 称 的 ，(b) 传递 的 ， 
《c) 自 反 的 ? 对 每 个 等 价 关 系 , 试 描述 由 这 个 等 价 关系 在 集合 22 上 所 定义 的 
分 类 的 情况 ， : 

1。 是 整数 集合 ,关系 是 。 

(i》 大 ,不 等 于 ; 

( 讶 》< 之 ,小 于 3 

(iii》 整除 . 

2. 22” 是 平面 上 直线 的 集合 ,关系 ， 平行， 

3. 2 是 变量 x 的 实 系数 多 项 式 , 当 且 仅 当 p(x) 一 p(x?) 被 x 十 1 整 : 
除了 时 ,pi 一 P。 

4. 5 是 一 个 群 , 它 有 子 群 狐 ,关系 ~ 是， 当 上 且 仅 当 ap 一 属于 .至 时 
-~b, 

5.。 5 是 nxn 实 矩阵 集合 。 关 系 是 ， 

(i)》 ~, 当 且 仅 当 存在 和 矩阵 了 与 Q, 使 B= 二 PAQ, 称 A~B. 

(ji) 一 , 当 且 仅 当 存 在 非 奇 异 矩 阵 与 Q, 使 万 =P4Q, 称 4~B. 

6. :52” 是 所 有 群 的 集合 ,关系 兰 是 ， 当 且 仅 当 G: 与 G, 是 同 构 时 , 6G, 二 
G:。 


习题 答案 与 注释 

第 一 章 

1， 封 闲 律 不 成 立 . 例如 , y 与 2y 不 可 能 都 是 这 个 微分 方程 的 解 - 注意 : 
法 则 IV 也 不 成 立 ， 零 消 数 y(4) 二 0( 对 一 切 人 也 不 是 下 个 微分 方程 的 解 。 

10. 设 s 属于 2 , 则 (一 1)s 一 一 8 及 0s=0 也 属 证 So。 于 是 ,92 中 的 向 
最 满 足 法 则 IV 与 V。 因 为 落 则 II 与 VH 雁 中 成 立 , 所 以 它们 在 5 
中 也 成 立 . 

11。 不 是 ; 二 个 长 度 是 单位 的 向 量 之 和 不 一 定 是 长 度 为 革 位 的 向 景 ， 

14， 图 101 的 三 角形 4BC 说 明 东 人 以 每 小 时 12 英里 骑 自行 车 时 的 情 - 
况 . AC 一 w 是 真正 的 风速 ,BC 一 v 代 表 河 正 南 生 小 时 12 英里 , 售 =w 一 v、 
与 此 类 似 , 三 角形 4’5C’ 说 明了 第 二 种 情况 。 因 为 40 与 4'0' 互相 平行 昌 
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相等 ,所 以 4CC' 4 是 平行 四 边 形 。 于 是 44' 是 铅 重 方向 的 ,长 度 是 9 个 单 
位 ,由 于 角 4B4' 等 于 45"， 故 三 角形 4'48B 是 等 腰 三 角形 , .44'=A4B 一 9. 
pA 

wi’=9+12*:=15’, 


现 从 北 偏 西 a 角 方 向 以 每 小 时 15 英里 速度 吹 来 ,这 里 tan zx。 


—> 
15,. 3.iD., 
17. a-+ce—b., 
人 是 - 7 1 
18. 用 a, b,c, 4 记 这 个 四 面体 的 四 个 顶点 的 位 置身 量 交 点 着 弃 (a 十 


b+c-td)., 
19 ”把 原点 取 在 这 个 证 方形 中 心 0 处 。 关 于 此 原点 ， 上 质量 中 心 的 位 置 
向 量 是 二 (和 十 2b 十 3 ce 十 4d) = 区 (ec 十 d)。 质 量 中 心 在 过 口 点 的 CD 的 牌 


线 上 , 离 0 点 二 个 单位 ， A , 

20. 2v 一 (4, 一 2)， 3Ww=(3,— 3), 2y—3Ww={(1,1). 
12 
_ I\ 

21. ( 工 ， 3 /。 以 W ， 
22. (3 > 16) | Ww 3 
23. (1,1,0), 
27. 零 向 量 (0,0,0,0) 不 是 解 向 量 ， c 


28， 解 向 量 全 体 成 多 * 的 一 个 子 空间 ， 它 由 所 有 形 ”图 101 骑 车 问题 
和 如 c( 一 1,1 十 切 的 向 量 组 成 ,e 是 复数 纳 量 。 

29. (i) 子 空 间 ; (ii) 不 是 子 空间 ，(Ciii) 子 空间 。 

第 二 章 

2. v1 一 一 了: Y2 一 0，7, 一 0 是 方程 组 (7) 的 解 ,但 不 是 (6) 的 解 

4. 设 ,=ai(=1……，2) 是 这 个 齐 次 方程 组 的 非 平凡 解 . 则 zw; 一 Ra， 
(一 1 ，2) 也 是 这 个 方程 组 的 解 。 

5. T 二 4 安培 ， J:= 3 安培 ， I,= 1 安培. 


6。 它 的 简化 阶梯 形 短 阵 是 (” ”  “ 


1 8 
。 1 _。 _。)' 对 应 的 线性 方程 组 


“399 。 


潮 通 部 是 "一 以 任意 )，z: 一 8 一 7R，2o 一 一 8 十 5 天 

iL。 可 用 一 全 类 型 开 的 变换 ,用 工 乘 某 行 , 便 可 把 矩阵 4 化 成 本 身 ， 

12. 用 类 型 II 和 类 型 III 的 变换 可 把 这 合算 阵 的 第 一 行 变 成 (& 2R 
8 十 2 站 的 形式 ,但 不 能 变 到 任何 其 它 形式 . 

13。 设 这 两 个 简化 阶梯 形 和 矩阵 是 4 与 B。 容 易 证 明 如 果 4 与 B 的 对 应 
行 的 首 元 素 出 现在 不 同位 置 处 ， 则 4 与 BB 不 是 行 等 价 的 ， 

. 现 设 

4 (oi 0 ais 人) (1 0 2b,, oo 
Gy Gs, 1 b., bs, 

这 里 还 可 设 4 站 54,， 用 类 型 II 与 类 型 II 的 变换 可 把 4 的 第 一 行 变 成 (ER 1 
4 十 las。Rau 十 1asi) 的 形式 ， 但 不 能 变 成 其 它 形式 。 但 是 百 的 任何 行 都 不 
景 这 种 形式 ， 所 以 4 不 行 等 价 王 B。 对 4 与 B 可 能 有 的 其 它 形式 ， 用 同样 方 
法 可 证 : 

15. (i) zx, 二 (任意 ), z, 二 (任意 )， s1=(13+3k—51), 


1 
t= (7™—20) 


i. -1 
(i) gi) ( 吕 十 一 oa 一 于 人 os 十 间 一 oh 


(iii) yw: 一 3， Zz: 二 k( 任 意 )， z= 以 任意 )， we 一 1 一 2 天 一 37， 
Vs 一 一 1 一 !。 
16，2y: 一 C( 任 意 )，2 一 1 二 一 0， 一 2. 
17, wi 二 1, X71 二 0，ws 二 4，2, 二 0。 册 前 面 三 个 方程 组 成 的 方程 组 的 过 


解 是 zx, 一 有 (任意 ), v1=1 二 卫衣， 2 一 一 kk， 1 


19， 例如 ,方程 组 x 十 xX; 二 3，2% 一 5 二 1, 3x1 十 2 w=4 有 了 众 一 解 x 二 2， 
:二 13 方 程 组 x 十 x; 二 3，2 x 十 2 x 二 6，3 % ,十 8% 一 9 有 无 数 多 个 解 x, = 二 下 
{在 意 )，z ,二 3 一 &k。 

23. 方程 组 + 十 2y 二 0，z 十 (2 一 e)y== 一 1 有 通 解 + 二 一 2/e,， y=1/e， 
对 。 的 小 变化 ,这 企 通 解 是 很 敏感 的 ， 

24. 方程 组 2 一 2y=0， x 十 (2 一 2) y= 二 一 1 有 通 解 + 二 一 2/(4 一 e)、 
y=—1/(4—e). 

25. 通 解 是 
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ula z 0 
FE 2 兴 
G0 O10 TT | 


地 1 之 


。 证 了 (ea 一 aaaa)7: 王 一 0 (aaas 一 GiGai)71 一 Gils。 所 以 如 果 

这 ,区 上 0 0 让 aa 天 时 ,这 个 方程 组 是 不 相 容 的 . 者 4 一 0 一 0 以 及 na 与 6ss 
中 至 少 有 一 个 不 是 零 时， 这 个 方程 组 有 无 数 个 解 。 最 后 ， 如 果 对 所 有 的 i,3 
都 有 jg=0, 则 此 方程 组 显然 是 不 相 容 的 。 

第 三 章 

1。(i) 27yY 二 3 wii (ii) w—2v; (iii) 一 3 W。 

所 有 线性 组 合 都 是 唯一 的 。 

2. (i) 不 能 生成 ， (1,0,0) 不 是 这 些 向 景 的 线性 组 合 ; (ii》 不 能 生成 

Giii) 能 生成 ， (iv) 能 生成 。 
。， 有 一 1 b 十 1 CC 十 0 6。 
.向 量 (1,0,0,0) 不 能 表示 成 a,b.e,d 这 四 个 向 量 的 线性 组 合 。 
.例如 , (1,0,0,0). 
- (i) 能 生成 ， Qi) 不 能 生成 。 

8. (1) 2v, 一 Ya 一 0; 

(ii) Vi 一 Vi: 十 Vs 一 0 

(ii 线性 无 天 

(iv) vi 一 va 一 Vs 一 0。 

9. 以 所 给 四 个 向 量 为 行 的 4x3 和 殉 阵 4 等 价 于 一 个 阶梯 形 和 矩阵 ， 这 个 模 
矩阵 的 最 后 一 行 不 全 是 零 。 所 以 4 的 各 行 古 线性 无 天 的 。 

10。(i) 线性 无 关 (i 2 v: 一 v: 一 1Vi。 

12。 逆 命题 正确 ， 

“14. 这， 个 向 量 中 的 一 个 向 县 可 以 写成 其 会 7 一 1 个 向 量 的 线性 组 合 。 

这 7 一 1 个 向 量 生成 同一 个 向 量 空间 . 


15。(i》 不 是 一 组 基 ， (ii) 不 是 一 组 六 (iii) 基 ，(2,3, 0)= 立 wi 一 


i 


于 Vi 十 Vs; (iv) 不 是 一 组 基 。 


16.(〈i)，(ii) 及 (iv) 不 是 基 ， 
(iii) 其 3 (2 十 相 一 闷 (1+#+4!) 一 也 (1—z+7x:)+(1—x—w»*:), 
17 。3。 
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18、 这 个 集合 不 包含 专 。 (也 请 注意 ,两 个 3 次 多 项 式 的 和 可 能 是 小 于 
3 次 的 多 项 式 .) 

19。 例 如,(1,0;0,0)。 

21. 设 某 个 向 量 可 以 用 两 种 方法 写成 V,，,*-…，v, 的 线性 组 合 , 则 可 以 得 
到 这 个 向 量 的 一 个 非 平凡 的 线性 关系 . 它 的 逆 命 题 是 正确 的 ;因为 如 果 零 向 
景 有 唯一 的 表达 式 0=civi 二 十 cavs， 则 可 推出 c 一 …… 一 cs 一 0， 所 只 
vvn 没有 非 平凡 的 线性 关系 。 

22. 例如 ,(2, 一 1,3)=0Y 十 2v: 一 vs 二 3 vi 一 2Vv 一 3 Vs 3 Vi 

23，(i) 基 ; 

(ii) 不 是 基 ， 多 项 式 p(x) =1 不 能 写成 有 限 个 题 中 所 写 出 的 多 项 式 的 
线性 组 合 。 

(iii) 基 。 

24. 由 公式 2 sin qx sin rr=cos(q—r7) Xx 一 cos (qt?7)zx 得 ，“ 当 gr 
时 ， 人 sm nx sinrr dz=0, 

第 四 章 

1. | vj 和 =W 6。 它 的 方向 余弦 cosa=1L/IA 6 ，cos B= 一 1/V6, 
cosy 二 2/ VV 6。 正规 化 v 可 得 向 量 

1 1 1 2 
Va" (VE VE Ve) 
一 > 一 一 人 一 > 

3。PQ= (1 ,一 1;2) 一 SR， PS=( 一 2, 1 一 1) 一 QR。 对 角 线 的 长 是 : 

PR=V2, QS=V22. 


4. (i) cos 0 一 -分 ; (ii) cos $= 全， g++$=x, 


5. PO=PR-3, cos POR= 一 和 4， QR 的 中 点 是 1 (1 二 ， 去 ). 


6. 与 v 与 w 正 交 的 单位 向 量 是 ， 土 子 (2, 一 2,1). 
9. 与 b 正 交 的 ,形式 是 a 一 kb 的 最 短 向 量 由 


(a.b) 
{ bi? 


Ek 


» 和 02 


10. 对 角 线 互相 垂直 ，( 这 个 平行 四 边 形 是 菱形 .) 

11。 当 且 仅 当 jal 三 | 中 时 ，(a 一 b). (ab) 王 | al 一 IN 一 0。 当 且 仅 当 
平行 四 边 形 是 菱形 时 , 平行 四 边 形 的 对 角 线 互相 垂直 . 

12.- 沙 虑 (ab).(a 二 b)。 这 是 毕 达 机 拉 斯 定理 及 其 道 定理 。 

13。 考虑 (a 二 b), (a+b)+(a~b).(a—b). 

14. F.s. 


16. (i) cos 9 一 一 3; (ii) 单位 向量 士 二 (4, 一 3)。 


17. 第 一 个 平面 单位 法 向 量 由 一 十 (1,2, 一 2) ,原点 到 法 向 量 的 距离 
是 pi 一 读 - 
第 二 个 平面 ， 岂 = 于 (2,1,2)， 甸 一 1。 困 为 wi"us=0, 所 以 它们 互 
相 牌 直 . 
18， 由 一 村 (12，, 一 2),2:=1。 第 二 个 方程 是 一 ?一 2y 十 2z=3， 所 以 


Us 一 一 HU Ps=1。 平面 之 间 的 垂直 距离 是 2 个 单位 。 
19. yz 十 2 y 十 2 xz 一 1 十 2.2 士 2( 一 2) 一 1。 


2 

20 . 了 3。 
14 1 

21. 2¢—2Y—3 2 一 14， P= 4 一 1 二 (2 一 2 一 3)。 


24，(i 二 纵波 以 速率 w/5 沿 u 一 (二 ,一 全 ) 方向 传播 ， 波长 2 r/5， 
(ii) U= 一 asin (一 3x-4Yy 一 罗 ) 表示 速率 为 W5， 方 向 是 :一 xy= 
3 4 ， 

《一 二 噩 ) 的 波 


1 
25. —(—1,1,1), 
5 3 1,1,1) 


238， 不 能 ;例如 ixj= (i+j) xj. 


e A03 。 


33,. (axhb)xece 一 (ac)b 一 (人 bc)a。 

34. 当 且 仅 当 ab、e 三 个 向 量 共 面 过 ，a'(bxc) 一 0。 

35. (i) (2,—4,—3); (ii) (—1,—3,—1)} 

《ii (0,0,0)。B 点 在 的 作用 线 上 . 

36. WwWw= (2,4,4)。 4 的 速度 是 (0,12 ,一 12) 镶 等 ,因为 了 在 轴 上 ,DD 的 
速度 是 零 。 

37. W=c(1,1,1), ec 是 常数 ， 己 的 肢 时 速度 是 (c, 一 c,0)。 

第 五 章 

2. 《i) 不 对 称 ; 

《ii) 对 称 , 但 是 当 v=(0,1,1) 时 ,，《v,y> 是 负 的 ) 

(iii) 除了 v=(0,1, 了 ) 外 ,《v,v>》 取 非 负 值 ; 

《iv) 内 积 ; 

(v) 不 是 双 线 性 的 。 

3.(i) iii)、 (iv) 及 (vi) 定 义 了 内 积 。 

4. 所 有 向 量 的 长 度 是 2。 

11. 设 f 与 8g 是 偶 函 数 ，h(z) 一 f(z)e(zs)， 则 

RA(—7x)=f(—z)e(—7z)=f(x)g(7)=h(s). 

12， sin kx 是 再 滞 数 ，cos kz 是 侦 函 数 . 

15, (i) 令 f(z)=V zz g(x)=YV siny 3 

(i) 令 f(z)=1,g(2)=V sins. 

16, 0.91, 

18. 当 且 仅 当 ff=0( 零 向 量 ), 或 有 =Rf, 这 里 有 下 是非 负 纯 量 这 几 种 情况 ， 
三 角形 不 等 式 变 成 等 式 。 

21. 不 成 立 ! 例如 可 以 考虑 g 三 一 天 8 的 情况 。 此 时 ,1 一 gi=241f1 和 > 
0, 但 是 fl 一 上 el=1f1 一 上 f=0。 

22. (16,—11,—1). 


24 二 一 一 (3 一 5,2) 
"Vag 


25. 对 i 关 有 ， 用 等 式 Cf, 扩 >=0; 对 i=h， 用 等 式 (f :有 =1。 
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nl 3 1 
26. 分 景 是 3 多 3 多 3° 
27. 由 5.4 节 例 13， | 
和 十 和 + Pu) 十 3 Pi(z) 十 二 P(x)+ SP,(s). 


。 设 了 是 次 数 迄 3 的 多 项 式 ， 则 f 一 壮 oP 若 对 所 有 的 i, 《f, 忆 > 一 


0， 则 对 所 有 ci 一 0， 所 以 ff 一 0， 为 了 证 明 本 题 的 最 后 部 分 ， 只 需 注 意 每 
个 次 数 三 2 的 多 项 式 可 以 写成 已 ,PP 已 : 的 线性 组 合 。 
29, L(x)=6—18 yz 十 9 xz 一 zs p=9L,—22L,+10 LL, 
30. 具有 给 定形 式 的 向 量 中 的 最 短 长 度 向 量 垂直 于 u 及 ua 


vu i=1,2). 
37。(i) 寻 nn 之 1,， 《<P,,P,>》=0.。 


(ii》 对 7% 之 1， 人 “as(z)az=0, 等 等 
39. 例如， 到 (一 1 一 D 与 二 (一 1 一 41)。 
42, 在 西 空间 里 《f,g》+《g,f>=Lf,g>》+《f,8》=2(KFf,g) 的 实 部 )。 


苏 至 与 g 不 是 正 交 时 , 它 也 可 能 是 零 。 
45. 考虑 练习 44 中 的 公式 , Rigl*=<f,@》, 
46。 这 是 许 瓦 尔 次 不 等 式 的 特例 , 
第 六 章 
1。 对 称 变换 是 ， 
(i》 关 于 正 五 边 形 中 心 的 旋转 ,旋转 角 是 2 /5 的 倍数 ,以 及 关于 过 这 个 


中 心 及 一 个 顶点 的 直线 的 反射 ， 
(ii》 全 等 变换 ,关于 正六 边 中 心 的 x 角 的 旋转 ， 关于 两 个 相对 项 点 连 线 


的 反射 

(iv) 和 恒 等 变 换 与 关于 这 个 平行 四 边 形 中 心 的 x 角 的 旋转 ; 

(v) 恒 等 变换 ,关于 椭圆 中 心 的 x 角 的 旋转 ,关于 主轴 的 反射 ， 

(vi) 恒 等 变 换 与 关于 抛物 线 的 轴 的 反射 。 

$。 当 且 仅 当 平移 了 与 8 的 反射 直线 工 平 行 时 , 5 与 人 可 以 交换 . 

7。 关 于 不 同 中 心 的 旋转 不 可 交换 。 (考虑 其 中 一 个 旋转 中 心 在 乘积 下 


的 象 .) 


一 也:。 
。 所 | 以 ,ci 一 
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12, 
13 
9 ， 
20 ， 
21， 


的 ， 


22， 


Gi) 由 一 a 定义 的 一 个 平移 ，(i 同一 个 反射 

例如 ,反射 以 及 转 x 角 的 旋转 。 

R*=R:, R-*=AR, 

(i) 5; 《ii) 2。 

车 T"=1, 则 了 T-! 二 T"-!。 逆 命题 不 成 立 , 平移 有 逆 , 但 它 不 是 周期 


(ST)'e STST =S(ST)T= ST 等 等 .( 可 对 n 进行 归纳 来 证 明 一 . 


般 靖 况 ,) 此 公式 对 不 可 交换 的 变换 不 成 立 。 例如 ， 可 考虑 关于 两 条 平行 线 
的 反射 心 | 及 Sao 此 时 ， SS ,但 是 (9 9) 天 1。 


23， 


24, 


反射 . 


26， 


Gi) 关于 由 工 平 移 一 元 a 所 得 直线 的 反射 及 (iD 一 个 滑 移 反 


关于 过 0 点 的 ,与 荆 倾 成 一 二 a 角 的 直线 的 反射 ;及 (ii) 一 个 滑 移 


(i) 二 倍 于 镜面 间距 离 的 平移 ; 


(ii) 旋转 角 是 镁 面 夹 角 的 二 售 的 旋转 。 


27， 
2Z9. 
31 


(SS,) = 5 = S560, 
TI(ST)T7= 二 TT7CTI9)T-!, 签 等 ， 
除了 练习 30 中 讨论 的 情况 外 , 先 积 是 旋转 。 为 了 说 明 情 况 (ii), 把 


其 中 的 一 个 旋转 写成 一 个 平移 与 一 个 关于 另 一 个 旋转 中 心 的 旋转 之 乘积 。 
当 且 仅 当 二 个 旋转 C1) 的 中 心 重合 时 ， 它们 可 以 交换 ， 


33 。 
34, 
36 
39 。 
40. 
41 。 
42 . 


关于 垂直 于 滑 移 反射 轴 的 直线 的 反射， 
中 心 在 清 移 反射 轴 上 的 一 个 半 局 旋转 。 

旋转 轴 是 二 个 反射 平面 的 交 线 ， 旋 转角 是 平面 夹 角 的 二 倍 ， 
乘积 是 使 一 个 点 国定 的 正 等 距 变 换 。 

一 只 左手 手套 。 

一 个 反射 : 

(i) 关于 过 此 正方 体 中 心 的 一 条 水 平 轴 的 半 周 旋转 ! 


(ii) 基于 过 此 正方 体 中 心 的 水 平平 面 的 反射 ; 
(iii 役 有 非 平凡 的 对 称 。 


43 . 


取 图 50 中 的 正方 笨 ， 用 红色 准 掉 蓝 色 ， 扬 色 益 掉 绿 色 。 把 正方 形 
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1、.2.3、4 分 别 涂 上 白 , 红 ,和 白 , 红 四 种 颜色 ， 

45. (i) %; (ii 2n, 

第 七 章 

1. (ii) 与 人 iv) 是 循环 群 ; (i 与 (iii) 不 是 群 。 

2. 由 定义 关系 式 (2), (SC,)'=SC,SC,=S:Ca10, 二 4。 所 以 (SC 、)-! 
二 SC、。 由 同一 个 关系 式 ,(0Cs)™' 二 Cs "， 均 (SC5) !==SC%。 

3. (1) §; Gi) SCiii SO,., 

4. 若 ag= 二 bg,， 则 (ag)e != (Le)e'. 

5. 不 成 立 ; 令 a=b=0,, c=d=0!:, g=%, 

6. (i),(ii) 与 (iv)， 

8. 若 g 的 周期 是 %n， 则 g" 的 周期 是 有 n/a, 这 里 4d 是 nn 与 7? 的 最 大 公约 
数 。 

10. 三 个 4 阶 子 群 ， 一 个 由 C. 生 成 ， 一 个 由 C 与 仿生 成 ， 一 个 由 C， 
与 SC 生成 ; 五 个 2 阶 子 群 ， 分 别 由 C3，S，SC。，SC4，SC3 生成 ， 

11. 此 命题 对 交换 群 成 立 ， 但 一 般 人 情况 不 成立。 例如 ,在 乡 , 中 , S*:= 
(SC 二 1， 但 (S'SC,)* 尖 1 

12. 2 的 子 群 由 C 与 仿生 成 。 

13。 设 在 某 个 同 构 下 ,gg', hoph’, ghog'h’, hgomh'g’. 所 以 ， 
当 且 仅 当 gh =hg' 时 ，gb=hg. 

14。 同 构 是 一 -一 对 应 。 

15. 用 练习 13。 

16. (i) g=geog'e'=g'; 

(ii) e=g ‘ere’=(g )'g’. 所 以 (ge) =(e')™. 

17。 子 群 (让 i) 与 (ii) 是 同 构 的 ， 

18. (i) (1352)(47); (ii) (124)(567)。 

19. (i) (14762); (ii) (12345),; 《iii) (a68). 

23. xz? 二 (135)(246)，x’ = 二 (14)(25)(36)。21- 循 环 的 同期 是 1n。 

24。m 与 n 的 最 小 公 倍 数 、 

25. rr' 的 周期 是 3 。 请 注意 z 与 x' 有 一 个 公共 符号 。 

26. 每 个 4 次 置换 可 写 


和 2 3 ‘) 
无 一 ， 
dl ds G 0 


* 407 。 


这 里 ai,as,asy04 是 1,，2，3 .4 的 某 个 排列 ,考虑 不 同 的 排列 的 个 数 ， 

27. 不 是 循环 群 。 

28.〈ii) 把 正六 演 形 的 六 个 也 由 依次 强 成 1, 2 ……，6 。 刚 用 (1234561 
表示 Cu(26)(35) 赤 未 关于 过 顶点 工 与 顶点 4 的 直线 的 反射 3。 

29. C2 表示 成 (1562)(3487)。 | 

30. 24., : 

32， 旋转 ，(142)，(13) (24); 反射 (13)， (24); 擅 旋 转 :〈1324)， 
《1234)。 
33. 对 称 变换 :，(i) (ii (iv 与 CV)。 

34. (i) 由 (13) 生 成 ;， (ii) 由 (13) 与 (1234) 生 成 。 

35. 俩 妇 ;:Yigawds 以 及 十 Yo-Tas。 

36. 此 多 项 式 的 对 称 变 损 与 项 点 被 适当 缩 导 的 正方 形 的 对 称 变换 可 用 
相间 的 置换 来 表示 。 

37。(i) 奇 置 换 :， (ii) 个 间 光 ， 

38. 用 7.5 池 定 理工 只 公式 (ab 一 (1a)i 人 1DC La)。 

39. 吞 置换 的 集合 不 圭 群 ， 

41. =gpnict xgple?, 

42. 不 能 ;这 样 的 直 积 中 的 每 个 元 表 的 阶 都 和 之 6. 

43. .5 的 12 个 元 素 中 只 有 六 个 能 与 成 hk 的 伐 式 ， 

第 八 章 

5. G,G 是 二 个 滑 移 反射 ,它们 轴 的 光 角 是 a， 当 a=0 时 ,它们 的 科 积 
是 平移 ,否则 是 旋转 。 证 明 :， 写 

GG’'=(TS)(ST)=T(SS)T’, 

用 8.1 市 练习 4 及 6.3 市 例 1. 

6.(〈i) 反射 与 〈ii) 湾 移 反射 , 它 的 轴 生 直 于 已 知 的 滑 移 反射 的 轴 . 

9. 不 十: 见 练习 4 。 

20. (i) 儿 : (iD 客 (= 名 ) (iii) 只 有 便 等 变换 。 

22. (i) 存在 把 其 中 一 个 顶点 变 到 八 个 可 能 位 置 之 一 和 的 旋转 。 而 且 , 每 
个 顶点 上 通过 一 根 3 次 注 ， 所 此 育 8x3=24 个 旋转 村 称 ; 

(ii) 完全 对 称 群 由 旋转 与 一 个 水 平反 姥 xs 生成 。 

23. Gio 

24， 光 图 102。 


。 403 。 


“ay z 60 (平面 分 子 ) 。 


和 F 2 
Li F 
| 
F 
这) 《平面 分 于 ) (iv) 
图 102 第 八 章 练习 24 的 解答 


， 广 党 到 0v 一 8， 对 上 朋 =1=0 用 公式 (9.3) ,等 等 。 
2. 考虑 R( 一 vy 十 y). 
.依次 用 3 是 线性 变换 与 下 是 线性 变换 这 商 个 事实 ， 证 明 
(RS)(kv+iw) =k(RS)vY + RS)W. 
5. 20 尖 0。 再 用 练习 1 . 
10.(i) 关于 直线 rz: 三 zi; 的 反射 ， 
《让 )》 膨胀 ; 
(iii) 关于 CO 的 半 周 旋转 ; 
(iv) 关于 0 点 逆 时 针 施 转 a 角 ，tanc= 二， 
《v) 关于 0 点 硕 时 针 旋 转 a 角 ; 
{vi 切 变 ; 
(vii) 到 02- 轴 的 正 交 射 影 。 
13, G) 关于 Oz 轴 的 旋转 ， 
ii》 关于 Oy 轴 的 旋转 ; 
《iii) 关于 xy 平面 的 反射 。 


“409 


7 一 10 一 20 /0 0 
15. (i) 4B=( ), BA=( 0 


5 10 0 
cos wa cos psin a sin 一 《sin wcos +cosasing) 
(Gi) 4B = B4= 人 (人 in 0- Pte 站 
sin a cos B 二 cosasin 及 cos w cos 万 一 Sin wa Sin 有 


16。. 4B 表 示 一 个 (a 十 8) 人 角 的 旋转 。 轩 此 
cos(at+B)=cosacosB—sina sin8, 等 等 。 
18. 重复 数 次 正 交 射影 等 于 一 个 正 交 射影 


19 7=( 1 ) 


20. 这 时 针 旋 转 ，2(68 一 ac) 角 。 
0 一 3 一 : 


0 10 
21. 8- 一 6 -外 54=( ， 1 小 
0 9 6 


(a Xi + dis TX, 十 Gis Ts 


/1 Qi T: 
22. 40 -ee ] 和 4)- 
\ 
0 


dsl Ts si Xi 十 Ge Ts T+ Ga Ts 


Wal di 十 Go Ya 十 Csz Ts| 。 


25. P’'(V 3,3). 

26. 对 x=( 7/ 一) ,一 切 h，4x 一 x。 点 Pk,hV3) 在 射影 的 直线 
上 . 对 x ),-… 切 4 4x=0. 点 Q(IV 3 ， 一 人 ) 在 过 点 0 所 引 的 射 
影 直线 的 垂 线 上 ， / : 


30 . Ti 二 4 2 十 日 ay TX: 二 2 Plies 


第 十 章 


b d 


1—d 42 
1. x (ea ) 5b 六 0， 及 
x-(0 5) (。 1 (。 0) 或 (。 1) 全 写 ， 
2. X=1,-1,( _1) ( 1 )，e 任意 ,及 


。 410 。 


k b 
x 中 bz0, k 任意 。 
一 一 


4 不 能 ， 例 如 在 练习 3 中，4 互 = 47 并 不 意味 着 B= 了 。 
1 0 0 IN , 
5. 不 能 ; 例如 当 B=(， 。) 及 X=(， 4，BB=BI, 但 乞 
BABABXI. 


9 


6 ， 34=(。 3 


3 3 7 3\ 
,) 3 A+2 B=(, _ 7) 等 等 。 
7. (5 4)X 一 5X'。 

8. 这 个 矩阵 是 乘积 


(0° ") (Co? n°) 
0 5 sina cosa/” 
、 3 
这 里 cos a 二 Ee 
10 . 一般 不 成 立 。 正 确 的 表达 式 是 (4 十 B)?=4*-+4B 十 BA+B*。 
11. 2 vi+rs+27,=0. (Ax=x.) 
13。 (A—B):=A’— A*B— ABA— BA:+AB’*+BAB+B’A—B". 


一 
14. 4x-( ?外 (4x) 一 (一 3 2 0)。 


0 
,5 0 5 
17. 414- (0 8 5 
‘5s 5 10 


18. 用 公式 (13)，(4'4)' 二 4'(4')'=A4'4， 
19. A'A 的 放 - 元 素 是 (ai ,十 ai 于 十 ay)。 


1 
| | 人 0 也 
21. (i) (_ 1 (DD|o 4 o0| 
1 
5 0 9 


»* Alle- 


(iii) 2 | 


22. (i) ry ways— Tys— XY 


SI 


《ii) 4 vays+ (miyst wey:) 


. 1 
(jii) xiyi 士 2 xzaya 一 2(Ziys 十 ysy1) 十 王 (Zays 十 Zaya)。 


23.《x,4y> 一 zi 十 232y: 十 22:y: 一 Zayi 一 人 472， 
CAXYO= TT2 Ty Yt 2 Tye 

24. 除 (v) 外 全 是 . 

25. 和 矩 镍 (i 记 是 斜 称 的 。 

26. (4 十 494 一 4 二 4，(4 一 4 一 4 一 4 三 一 人 (入 一 4)。 

27 . 4= 方 (4+4') + 二 (4 一 4)， 


28. xf:Cx 是 一 个 数 (I x1 矩阵 )， 等 于 它 自 己 的 绪 昨 :但 〈X CN) 一 
CO'X= 一 xX'Cx。 可 得 记 涡 结论 . 
29. (i) 与 《iii)。 
30. (让 与 《ii 6+31: CGi}S5(v) 8+4+3i; (iv) 6+31. 
Cx, x)=9, x, Px>=6-i. 
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1 v3. 
1. (3) (» iD (。 人 ) (iv) | 人 1 | 
-3 


1 0\ 1 一方 
(Cv)( 5 (vi | 2 
“0 314 o 1/. 
A~i(AB)= .A471(AC) ,Bik B=O., 
(AB)-!=B-14-', 
(A,A,: " 4) 1!= Ax ”" ‘AiATi, 
， 除 (iii) 外 全 是 ，。 


[四 


。412 。 本 


55( ;do 了 民生 家 的 和 


开 一 五 -4B8C。 所 以 当 且 仅 当 4 与 五 交换 时 ,天 = 4C. 


8 这 是 一 个 正方 形 的 对 称 变换 妖 ， 直 角 和 坐标 系 的 原点 在 这 个 正方 形 航 
中 心 . : i 


9. 这 个 群 由 


7 . 


【《 北 时 针 旋 转 一 严 ) 与 


(1) 
《关于 02- 轴 的 反射 ) 生 成 . 


10. 和 矩阵 o。 与 o, 生成 了 练习 8 中 的 群 。 由 cg.，ocy 与 o, 生成 的 群 许 
稚 是 16. 


ceo 人 G 


12. 设 4 是 非 奇 异 的 , 则 4=4-!(49=4-!(94)=97， 矛盾 


10 0 1 —3 0 0 0 1 
13. (i) 0 1 9 (ii [ 1 0) Ciii) fo 1 9 
0 0 一 2 0 01 \i100 
1 —2\ /1 0 1 0 /1 0 7 8 
了 4=(, 1) q _ 1) (i 1 (\, 1 —5 _) 
还 可 能 有 共 它 解答 ,但 是 都 要 含有 同一 个 2x4 和 矩 际 五 。 
16。 利 用 谍 等 矩阵 的 乘积 是 非 奇 异 的 这 个 事实 ， 


| 4 一 2 
18. (i) 逆 矩 于 是 一 ZF、 ， 人 


5 一 1: 5 
(ii) 逆 算 阵 是 | 0 2 0)) 


—5 8 一 15 
(iii) 奇异 。 


* 413° 


‘0 0 10 
[looo0o10 

~ 20. 并 和 针 隆 是 41 0 00 01， 
是 后 | 
01000/ 


把 和 矩阵 .4 左 习 一 个 置换 矩阵 相当 于 置换 4 的 行 。 题 中 的 矩阵 对 应 于 置换 

《13)(245). 
十 二 章 

《i) 出 现 并 带 负 号 ; 《ii) 出 现 并 带 负 号 ; (iii) 不 出 现 ， 

. {i) 0; (1i) 一 10 (iii) 0; (iv) 0; (Y) 10 (vi) 一 1。 

，21 一 刀 3 一 玉 ，x: 一 一 2 天， 有 是 任意 数 ， 

|R41| 的 展开 式 里 的 每 项 都 有 因子 &”， 

. (i) 一 98 (ii 165 (ii 一 4。 


哆 和 区 


7. 当 且 仅 当 | “|=0 时 ， 方 各 组 有 间 平 凡 解 。 此 时 一 
一 3 或 一 1， ~ : 

8. 由 12.2 节 定 理 VII 的 推论 ， 当 且 仅 当 对 所 有 i,，14;| 关 0 时 
14 4 大 0。 

9. (a 一 b)(b 一 c)(c 一 a)， 也 可 参考 12.4 节 例 16。 z 

10. |14B|=|I1|=1。 由 定理 VIE 的 推论 ，|4| 关 0， 所 以 4 是 非 奇 异 
的 ,所 以 A4-! 存 在 并 且 B=4-14B= A471!',B 与 4 可 交换 。 

11. 0; 两 行 相 等 。 

13. 把 4 的 每 行 乘 一 1 可 得 转 置 抢 阵 4'。 因 为 4 的 行 数 是 坷 数 ,， 所 以 
14:1 二 一 |41。 用 12.3 节 定 理 尺 。 

15. (i) —196; (ii) 一 294。 | 

16， 从 第 一 行 ,第 二 行 ,… ,第 ww 行 中 依次 减 去 最 后 一 行 , 这 时 每 行 有 公 
因子 yy 一 za。 而 且 D、#41:(2) 有 因子 x 十 nna. 证 明 ; 依 次 把 第 一 行 ， 第 二 行 ,……-， 
第 n 行 加 到 最 后 一 行 上 ，Dsr1(X) 二 (wxw 一 4)"(w 十 RG). 

18， 当 z= 二 b,c,d 《两 行 相 同 ) 或 当 5 = 一 6 一 cc 一 d (依次 把 第 二 行 , 第 三 
行 ,第 四 行 加 到 第 一 行 上 ) 了 时 。 


:3 1 一 十 
21， 各 二 六 4 一 二 


。 4。 


22. 方程 的 形状 是 ax -tby 十 cz 二 QR ( 按 第 一 行 展 于)， (zy,|2) 一 
《aiDici) 满 足 这 个 方程 (两 行 相 等 )。 
23. 2y 一 2y 一 3 一 14。 


24。 当 且 仅 当 
-2-1 1 1 
一 2-14 1 |=0, 
1 一 2 一 44| 


方程 有 非 平凡 解 ， 此 时 4 一 0 或 4= 一 3( 用 12.4 节 练 习 16), . 当 4=0, z= 
TX: 二 Xs 二 以 ( 任 意 ); 当 7 一 一 3， Yi 二 kk， Xs 二 !, 7 一 一 kk 一 1. 

25。 当 且 仅 当 

(a—b)(b—ce)(e—a)(at+b+c)=0, 

方程 有 六 平凡 解 。 当 a 二 8,9 关 c 肝 ， 解 是 ，(i) 车 4 二 0， 则 z= 二 y 二 0,z= 二 尼 
《任意 ); (ii) 车 a 大 0, 则 y= (任意 ),z=(2 ac-He?)k， z= 二 一 (a 十 c)k/a. 

26. 当 yi 与 y: 线 性 相关 了 村 ， 方 程 cy1 十 Cy: 二 0 与 ciyii+ cy =0 对 ec 
与 c: 一 定 有 非 平 凡 解 。 

第 十 三 章 

1。 反射 平面 上 的 非 零 向 量 与 垂直 于 这 个 平面 的 非 堆 向 县 分 别 是 对 应 于 
特征 值 1 与 一 1 的 特征 向 量 ， 

2. 关于 平面 zi 一 2 zx: 十 2 Xs 二 0 的 反射 ( 解 4x 一 X)， 

3. 垂直 于 射影 的 平面 的 非 堆 向量 是 特征 值 为 0 的 特征 向 量 。 

4. (gA)x=(qAx. 

7. 设 4x 二 Ax，x 关 0， 则 A:x = 二 x。 所 以 若 4:=4A4， 则 

(4A—A)x=0. 

因为 XxX 了 关 0， 得 很 一 人 一 0。 


8,. AB 的 述 = 也 Deb, . 

10. 分 别 是 2 维 与 1 维 ， 

11. (i) ,出 人) 生成 , -| 由 (,) 生成 ， 
GD gr, 由 (  ) 生 成 


。 41S5。 


0 一 


忒 ij) 22 由 (1 生成 ，22。 由 2 | 生成 3 
0 10 


,0 2 1 
as 人 as af 人 aa 

07 17 一 2 
(v》 复 特征 值 e “(二 cos c+isina) 与 ce 。 对 应 的 特征 向 量 空 租 


1 1 
由 (_，) 与 人;，) 生成 | 
12. 正规 方式 是 (a) 一 x1=2 x 二 csin(V 6t+a); . 
《b) 2 2 一 2 一 Csin(t 二 有)。 
1 lI\ ~ . 
14. Sravai 由 (_ |) 生成, 97, 由 ( ; ) 生 成 ,了 的 特征 值 是 2 一 21 与 2 
437。 算 隆 (i),(iv) 与 (vy) 相似 于 对 角 和 矩阵 
-6 0 .,, , /-2 1 
Gi) C-:4C=( 0 _1) 这 里 C =( | ,) 等 等 
18， 例 如 ， 


20. zi=—e sin(V t+a)+ sd sin(t + 8), 


z= sin( V6t+a) +d sin(t+p). 


有 21. (i) 0C~'A40=A4，,， 这 里 0= 了 ， 

(ii) 若 4;=07':4,0, 以 及 4,=0i:4C,， 则 
A,= (0C.01)~'A.(C.0,). 

22,， (CC) COC-4O=CTdC， 等 等 。 

.23，D* 是 对 和 角 阵 ， 针 元素 是 12。 

第 十 四 章 : 

工 ， 除 (Ca) 外 全 是 ， 

2. 都 是 共 转 置 算 阵 。 


3 416 * 


1 
3、4-= 本 4。 


4. 若 0-: 一 Co 则 (CO-=C=(005 由 14.1 节 定理 II，C, 是 正 交 怎 


5。 用 练习 4 。 
$6. (4 2 十 3 2Z3)” + 23 tT1)! = 25 
CC 6 


7， 轴 过 原点 与 点 P(1,1,0)， 旋 转角 是 a， cosa= 了 。 


8。. 旋转 第 路 相似 于 行列 式 值 是 1 的 怎 阵 下 (12.4 节 例 4)。 用 13.3 向 
人 VII 的 推论 ， 
。、 取 一 个 新 的 丙 角 蛙 标 系 ,二 :使节 乘 直 于 反射 平面 ,f， 与 f, 在 反 
pp 上 ，C 可 以 取 或 ， 


《还 有 别 的 解答 ,) 
10. 由 练习 9 可 得 . 迹 三 1 
”12. 两 个 行列 式 值 是 一 工 的 矩阵 的 乘积 的 行列 式 值 是 1。 封 闲 公 理 对 
行列 式 值 是 一 1 的 矩阵 不 成 立 。 
13. 见 14.2 节 练 习 10。 表 示 旋 转 z /2 或 37 /2 的 矩阵 的 迹 是 1.， 
14. 除 (i) 外 企 是 ， : 


1 
17 . gh( ，) 生 项 ， 出 ( ) 生 成 
+ . 

18， 见 13.2 茸 和 习 11i(Yv)。 

第 十 五 这 

1 = 卫士 二 沿 店 ，V 二 (51 十 Xi 一 zt;)， 这 里 上 是 每 段 的 强 
性 系数 . : 

2? . T= Tm ‘29 +2), V=Rk'(r: i TT)，] 文 弛 
大 ' 是 每 段 的 漳 性 系数 。 (注意 ，h 有 '=4 /3.) 


417。 


8 一 2 -2 
3. 人 8 - 
\-2 -2 8) 
4。. 动能 : (i) 47o2，(ii) 2moo2，(iii) 3 ?co2， 


一 2 4 16 
-本 7， 。 MO .1 mo 有 
角 动 显 (i) “| ~ | (ii) | | (iii) 六 ) 


5. (i) 3 与 一 3 (ii) 5 与 20; (iii) 一 3，0 与 3; 

(iv) —1, 2 与 5; (v) 2 与 一 4。 

7 (15)! 二 (一 iS)': 二 iS。iS 的 特征 值 是 实数 。 用 13.1 节 练 习 4。 

8. 特征 值 是 0， 土 讶 az 十 大 十 o 。 

一 5 1 

9. .由 ( 1 ) 生成 ，57_, 由 (1 ) 生成 . 

10. 是 : 因为 它们 都 是 埃 尔 米 特 气 阵 2S 的 特征 问 盖 。 

11. (4B 一 B84)'==(4B)' 一 (B4)'=-B8'4' 一 4:8 二 B84 一 4B. 特征 值 
是 21i 与 一 2i 

13. 数 y ro ,Yo 是 B, 特征 向 量 的 分 基 ,因此 它们 不 全 为 堆 。 
14. 注意 :和 矩阵 (i) 与 (ii) 分 别 是 矩阵 4 与 4 十 4T， 因 此 有 相同 的 特征 问 

量 集 合 , 对 应 特征 值 为 (让 一 3,0,3 及 (ii)1,4,7 。 对 这 二 个 和 矩阵,C 可 以 取 成 


1 一 2 2 1 
C 一 本 2 1 2 ， 
1 2 一 2 


矩阵 (iii),(iv) 与 (v) 分 别 是 可 妞 ,村 (有 +3 了) 及 B 一 J。 特征 值 分 别 是 (iii)， 
—1,1,1; (iv) 0,3,3 以 及 (Y) 一 42，2。 对 这 几 个 矩阵 ,CC 可 取 成 


C=| 1/V 3 1/V2 -1i/Vel 
1/V 3 0 -2/V 6 
15. 旋转 人 录 阵 五 是 正 交 阵 ， 因 此 ,如 果 它 也 是 对 称 阵 , 则 RR-!== R'= RR， 
所 以 R==J， 所 以 R= 了 或 表示 一 个 半 周 旋转 。 
16. 半 周 旋转 的 算 踪 的 迹 是 一 1。 用 练习 15。 


| IMTVY3 1/V2 1/V 6: 


ee 4I3S。 | 


1/1 一 1 ， 、 
2. (与 (ii)， 可 取 


《iii)y (iv) 与 (v)， 可 取 
1/V3 1V2 1VeG 
os 1/V 2 -| 
\ 1V3 0 -2V6 

.用 15.3 节 练 习 14.) 


当 (i) —zi=¢ 2 v=2 /3 5; Gii) 一 一 富村 (v) z= 


一 $4 二 ys。 二 1/V 3 时， Q= 一 1， 对 (i 让) 与 (iv) 不 可 能 ， 


立 1/2V 10 
3 C = | 。 
pa —1/2V 10/ 
4。 了 可取 
1 1IY3 LUY3 
C -| 1 一 LVY 3 -wx 相 
0 —2/V3 1/V3 


兵 习 2(i) 的 二 次 型 可 通过 变换 x 二 Oz 化 简 成 2 一 此 ， 这 里 


1 一 2 2V3 
CO 一 。 


1 —— 

一 | 2 2 V3 

订 1 2V3 
5. 主轴 的 方向 是 ， 


9 19。 


对 应 于 这 三 根 主办， 角 速 庶 的 分 量 分 别 是 ， 
(i) w 1 3, 3, /V2 w/V 6 ;ii) @,0, Vii) 2 0)V 6 ,0/2, —o/2V 3. 
动能 (i) T =me (AV BHI E10 6))= 
4 ， 竺 从 

6. Ch”=JCw*， 由 此 得 所 要 的 结论 

7， (i) 双 曲 线 ， WM Ti 二 +2 :二 洛 与 2 41 一 da 一 0 

(Cii) 双生 线 , 中心 ( 一 亏 ， 二 )， 主 二 

YI 十 2y 一 1， 2 Y1 一 和 一 一 1 
(ii 袖 闻 ， 中 心 (: : :1), te Ti-2 X= 1 
(iv) 独 物 线 , 顶点 (一 去 ， 3) 主轴 2 mi 十 加 一 一 1 


(v) 双 骨 线 ， xi 十 x: 一 0。 
9. 0) 正定 (ii) 非 负 定 ; (iii) 不 定 ; 《iv) 及 定 。 
10， 漠 (ii 是 正定 ， 型 (iv) 足 非 负 定 。 
12. (i)) 4 -( " 2)， (ii) 4 (3 56). 
一 2 2 ， 3/V10 1/V 19 
. 13。 条 件 洪 证 特征 秆 和 的 和 与 禹 积 是 正 的， 转 北 二 个 特征 值 都 是 下 


14. 0 0 —1,1 3 1 2 _， 
1/2V 3 LL], A 3 ”Hz 
2/ . 
/ \ : 
/2 3， 
(ii CO =i ，Hi 二 1，L: = 二 4. 
\ 1 1 | 人 La 


15. 正规 化 标 是 i 二 一 YT3%: 与 yz 一 和 一 27y。 


| 
16. (1i》 正 规 方式 z=(1 3 一 Do， 角 频 率 = (3 一 V3 )7 以 及 


t= 3+Dr, oo=y (3+tV 3)gqg， 这 里 g=k/m, 


(2) 正规 方式 (i) ze= 一 zs 2; 一 0, 一 2g 


: oA ”了 — 
(ii Vit = (lt 5 ) zz， 2=¥ (3+V 5 )g’s 


Gi) w=zs = -Draw=J 二 (3— V 3)g’, 这 里 gq’ 一 


下 '/ 1M， 
第 十 七 章 
1，20，2。 
2. 5, 一 5。 
3. 8, 一 1, 
第 十 八 章 


工 。 


图 103 HO 的 正规 振动 方式 


UU’ /ovU v GZ vv 
8. Ox Ox: 2 Br + ot) | 以 及 


OU ， ,OU OU 207? sor 
NN rz G1 /等 符 . 


10. 各 分 量 都 是 1 的 列 向 量 是 这 样 的 特征 向 量 . 
11. (i) (iD Ps 一 2 一 08 (过) 用 步 后 不 吸收 到 状态 3 的 得 课 


- 3) 
是 (二 ) . 
12. | 3 xc 十 有 a 一 有 4 一 4oc1 , 
二 一 _ vs _/3\ 
PP” al3a 3 4 一 | 这 里 “=( 了 本) ， 
\ 0 4 


° 2。 


i La 

Pr) 
17， 用 练习 13 至 16。 
19. o>3V L106. 
20。 若 a 是 实数 ， 则 sin 8=0， 于 是 4 二 十 cosha。 
[s 一 对 称 关 系 ，# 一 传递 关系 ，7 一 自 反 关系 ，e 一 等 价 关 系 .] 
1. (i) sy (ii) ft; Gii) ty， 
2. 3， | 
“3. Ee， 每 类 是 a 十 bz 十 (7?: 十 1)g(x) 这 种 多 项 式 的 全 体 ，g(#) 是 任意 


4.e。 每 类 是 陪 集 这 4= 所 有 的 ha, hh 在 比 中 ， 
5，(iD t,7; (ii) e。 每 类 起 共有 相同 佚 的 证 性 的 集合 。 〈 和 矩阵 的 秩 是 
它 的 行 生成 的 同 量 空间 的 维 数 .) 


一 一 变换 

二 次 型 
正定 的 一 
负 定 的 ~~ 
非 负 的 ~ 
和 ~ 的 化 简 


(两 个 ) 和 ~ 的 同时 


化 简 
二 面体 群 


- 力 甜 


八 面体 群 
三 角 阴 数 
三 角形 不 等 式 
三 角形 的 中 线 
三 角 和 矩阵 


叉 积 
马尔 可 夫 过 积 
子 空 间 

真 和 ~ 
子 群 

真 和 ~ 


议 甘 对 照 名 词 索 引 


( 按 笔 划 排 列 ， 笔 划 相 同 的 字 按 起 笔 类 


型 以 、 一 | \ 上 顺序 排列 ) 
一 至 三 划 


one-one transformation 138 


positive definite ~- — 


negative definite — 一 


quadratic form 234,317 一 323 


338,345 一 347 
345 


non-negative - 一 345 
reduction of - - 335 一 341 
semultaneous reduction of - - s 347—351 


dihedral group 166,198 


moment of a force 89 


octahedral group 200 


trigonometrical functions 


triangle inequality 


107 


medians of a triangle 


triangular matrix 261 


upper 一 ~ 
lower ~ — 


cross product 


Markov process 


Suhbs>ace 
Proper 一 ~ 
Subgroup 


proper -~ 


162 


261 

261 

84—92 
374 


10 


162 


97,117,122 


165 


e。 A423 。 


全 的 交 


方 各 余弦 
方差 
方程 
二 次 一 
平面 的 ~ 
波动 ~ 
拉 格 朗 晶 运动 一 
线性 一 
见 “ 线 性 方程 组 ” 
特征 ~ 
勒 让 德 ~ 
亩 定 请 一 
不 变性 
不 等 式 
三 角形 ~ 
员 塞 尔 ~ 
` 许 无 尔 兹 入 
柯 西 ~ 
积分 ~~ 
车 贝 雪夫 多 项 式 
切 变 


点 积 的 习 
. 双 线 性 型 


* 4d24 * 


. direction cosine 70 


intersection of ~- SS 168 


四 划 


variance. 106 
equation 
- of second degree 341 
- of a plane 77 
Wave 一 于 | 
Lagrange’s ~ of motion 358 
linear - 24 一 48 
条 ( 八 划 ) 
characteristic — 285 
Legendre’s - 118,122 
Schrodinger’s - 11,97? 
invariance 369 
inequality 
triangle ~ 107 
Bessel’s - 117 
Schwarz’s ~ 103 
Cauchy's - 104 
- for integrals 104 
Chebyshev polynomial i121 
shear 209 
matrix of a 一 209 
bilinearity 75,88,93 
-~- of inner product 93 
~ Of vector Product 88 
- of dot product 75 


bilinear form 236 


六 


scaling 48 


cenire 16—18,158 


-of mass 16 


均匀 四 面 祭 的 ~ of a uniform tetrahedron 18 


质点 系 的 ~ 

便 芭 一 
由 多 
”标准 ~ 

入 的 双 线 深 
和 ~ 的 对 称 广 
贝 塞 尔 不 等 式 
分 子 振动 
分 布 图 

分 配 律 

长 方 矩阵 
反射 

生平 面 
反 等 估 变换 


主 元 

主轴 

主 特征 值 与 主 特征 
向 量 

主 笃 性 甜 

半 辕 广 转 

正 交 河 量 

正 交 射影 
人 的 矩阵 

正 交 年 阵 


~ of a system ef paiticles 17 
- Of inversion. 153 
inner product: 93,123,232 
standard 一 ~- 95 
bilinearity of ~- ~ 93 
symmetry of - ~ 93 
Bessel’s inequality 117 
molecular vibrations 361—369 
scatter diasram 107 
distributive law 8,161 
restargular matrix 217—219 
reflection 131, 154 
plane of 一 154 
opp2site isometry 147,153 
五 划 


piyot 38. 

principle. axis .197,339 

dominant eigenvalue and cigen 一 
352 一 357 
principle moments of inertia 339 


half—turn 154 


vector 


orthogonal vectors 74,96,123 
Perpendicular projection 208 
matrix of a— ~ 208 


Orthogonal matrix 304,312—316 


。 425。 


正 交 基 Orthogonal basis 110 


正 交 集 orthogonal set 110 
正 交 群 orthogonal group 310 一 312 
正规 正 交 落 orthonormal basis 110 
正规 正 交 集 . orthonormal set 110 
正规 化 一 个 向 量 normalizing a vector 70 
正 砚 侍 标 normal coordinates 295 
正规 振动 方式 normal mode of vibration 283 一 284,291,361 一 368 
正 的 矩阵 . positive matrix 384 
正定 二 次 型 positive definite quadratic form 338,345—347 
正定 对 称 人 矩阵 positive definite symmetric matrix 345 
正定 性 :positive definiteness z 
内 积 的 一 ~ -~ of inner product 93,123 
点 积 的 ~ -~ of dot product 75 
正 等 从 变换 direct isometry 147,153 
平面 plane 
有 反射 ~ ~ of reflection 154 . 
全 的 方程 equation of a - 77 一 83 
~ 波 - Wave 80—83 
边界 条 件 boundary condition 283 
边界 值 问题 boundary value problems 283 
对 角 化 diagonolization 297 一 238,327 一 334 
实 对 称 和 矩阵 的 一 ~ of a real symmetric matrix 327 一 334 
和 矩阵 的 ~ ~ of a matrix 297 一 298 
对 角 算 阵 diagonal matrix 262 
对 换 transposition 180 
对 称 关 系 symmetric relation 34,396 
对 称 变 换 ‘symmetry transformation 131 一 159 
对 称 变换 群 symmetry group 160， 163 一 168， 176 一 179,186 一 200 
平面 ~ plane - - 186—195 


* 426 。 


对 称 短 阵 

对 称 群 

功 

四 面体 群 

四 端 网 络 

生成 元 
向 量 空 间 的 和 ~ 
群 的 ~ 


交换 律 
向 量 加 法 的 ~ 
群 的 ~ 
交换 群 
交错 多 项 式 
关系 
对 称 ~ 
自 反 ~ 
传递 ~ 
等 价 ~ 
前 次 线性 方程 组 


一 非 乎 凡 解 的 存 


在 性 
许 巨 尔 兹 不 等 式 
和 数 
多 项 式 的 ~ 


symmetric matris 233 


symmetric group 179 


Work 76 


tetrahedral group 177 
four-terminal network 385 
generators 50,165 

- Of a vector Space” 50 


~ of a group 165 
入 划 


intersection 168 

-~ Of subgroups 168 
alternating group 183 
commutative law 5,163 

-一 of veetor addition 5 

-一 inagroup 163 
commutative group 163 
alternating polynomial 182 
relation 34,396 

symmetric 34,396 

ref lexive — 34,396 

transitive — 34,396 

equivalence — 34,396 
homogeneous system of linear 

equations 25 z 

existence of non-trivial solu— 

tion of a—-—-~—-—~— 42,254—257 

Schwarz’s inequality 103 - 


Gegree 62 


~ of a polynomial 62 


427 。 


阶 order, degree 


群 的 一 order of a group 161 
置换 的 ~ degree of a permutation 172 
列 初等 变换 elementary column operation 269—270 
共 辊 对 称 性 与 共 轿 双 
线性 conjagate symmetry and bilinearity 123: 
共 轿 矩阵 conjugate matrix 237,293 
协 方差 covariance 106 
压缩 deflation 358 
有 限 群 finite group 161 
动能 kinetic energy 317,320 
动量 年 moment of momentum 90 


《一 个 年 阵 的 ) 负 矩阵 negative matrix (of a matrix) 228 
《一 个 疝 量 的 ) 负 同 量 negative vector (of a vector)》 6 


毕 达 责 拉 斯 定理 Pythagoras’ theorem 101,127 
同 构 isomorphism 168 一 171 
群 的 人 ~ - of groups 168 一 171 
汲 收 态 absorbing state 380 
多 一 变换 manv-one transformation 138 
多 项 式 polynomial 
车 贝 雪夫 司 Chebyshey ~ 121—122 
交错 ~ alternating - 182 
拉 益 尔 ~ Laguerre - 102,117,122 
埃 尔 灯 特 一 Hermite — 100,120 一 122 
特征 ~ characteristic — 286 
蔓 让 德 ~ Legendre - 97,102,115,119,121 一 12 改 
一 的 次 数 degree of a — 62 
各 反 关 系 reflexive relation 34,396 
自由 变量 free _ variable 40 
行列 式 dcterminant 43,254 一 273 


: 初 六 惩 阵 的 ~~ 


矩阵 肝 俱 的 ~ 
庚 斯 基 ~ 
一 的 余子 式 … 
一 的 代数 余子 式 
- 行 初等 变换 
- 行 的 首 元 素 
行 等 价 垂 阵 
传递 关系 
候 递 矩阵 
传播 常数 
伪 旋 转 
卫星 
位 置 ~ 
单位 和 ~ 
单位 法 ~ 
特征 ~ 


-~ of an elementary matrix 266 

一 of a Matrix product 267 

Wronskian 279 

minor of aa 一 271 

cofictor of a ~ 272 
elementary .IOW operation 29,242 
leading clement of a row 31 
frow-equivalent matrices 33 
transitive relation 34,396 
transmission matrix . 386 
propagation consiant 392 
impreper rotation 153 
Vector 3 


position ~- 14 


unit ~- 69 ~ 
unit perpendicular ~ 77 
characteristic ~ 280 


见 “ 特 征 向 量 ” 条 (十 划 ) 


一 的 方向 余弦 

局 的 长 度 

和 ~ 的 分 量 

下 的 夹 角 
下 的 纯 基 乘法 

~ 的 相反 向 量 

一 的 模 
高 量 加 坟 

一 的 三 角形 法 则 

一 的 封闭 律 
漳 量 积 

人 的 双 线 性 


direction cosines of a- 70 
jength of a ~ 69,96,123,232 
components of a - 20 

angle between 一 3 73 


scalar multiplication of a ~ 7 


inverse of a ~- 6 
norm of a— 96 


Vector addition 4 
trTiangje jaw of -~- 4 
closure law of -~- 8 

Vector product 84 一 92 


bilinearity of 一 一 88 


* 420 。 


一 的 非 交 换 性 
和 ~ 的 非 结 合 性 
问 量 三 重 积 
向 量 空间 
无 限 维 一 


有 限 生 成 的 ~ 


有 限 维 ~ 
西 一 

实生 
欧 此 里 得 ~ 
复 和 ~ 

和 的 定义 
一 的 基 

一 的 维 数 


初 亲 到 换 
列 ~~ 
行 ~ 

初 笔 年 阵 
一 的 行列 式 

西 空间 

酉 年 阵 

角 动 量 

角速度 

坐标 
怠 的 ~ 

低 般 滤波 如 

伴随 先 阵 

位 置 问 量 


。 430。 


non-commutativity of ~ - 88: 
non~associativity of -- - 89 
Vector triple product 89 
vector space 3 一 23 ,49 一 67 ,89 一 127- 
infinite dimensional ~ ~ 66 
finitely generated -一 50 
finite dimensional ~ ~ 62 
Unitary ~ ~ 123—127 
real - - 22 
Euclidean -~- 一 93 一 103 
complex -~-— 22 
definition of -一 9 
basis of a—-— 60,67 


dimension of a -~ 62 
七 划 


elementary operation 29,242,280 一 270 
elemetary TOW Dperation 29,242 
elemetary column operation 269 一 274 

elementary matrix 24d4—248 
determinant of an -~ - 266 

unitary space 123 一 127 

unitary matrix 312 一 316 

angular momentum 90 

angular velocity 90 

coordinates 68 
-of a point 68 

low—pass filter 392 

adjoint matrix 277 


position vector 14 


纯 昌 单位 律 
向 是 的 一 
逢 陈 的 一 

纯 基 积 

纯 量 三 重 积 


实 1% 空间， 
实 对 称 矩 阵 
正定 的 ~ 
人 的 对 角 化 
人 的 特征 值 与 特征 
向 量 
定义 关系 式 
彼 动 方程 
们 间 
子 生 
向量 和 ~ 


sealar unit law 8 
scalar multiplication 7,228 
of a vector 7 
-一 of a matrix 228 
scalar product 73 


scalar triple product 91 


八 划 


Wt 


real n-space 22 

real symmetric matrix 233,324—334 
positive definite -一 - 345 
diagonalization of a - -~ 327 一 334 
ceigenvalues and eigenvectors 

of a—-—-—- 324 一 327 

defining relations 166 

wave equation 11 

Space 
subspace 10 
vector — 3—23,49—67,89 一 127 


见 “ 向 量 空 间 " 条 《六 划 ) 


实 记 一 一 一 ， 2 


欧 儿 里 得 1- 一 ， 史 ” 


构 形 ~ 
复 -~ 
空间 群 
单位 内 量 
单位 法 向 量 
旋 利 自 旋 矩阵 
变换 (不 包括 “初等 
变换 ) 


real n—-space 22 
Euclidean n~-space 93—103 
configuration - 365 
complex n-space 22 

space pgroup 195 

unit vector 69 

unit perpendicular vector 77 


Pauli spin matrices 241 


transformation 131 一 159， 205 


e。 431.。 


奇异 ~ 
非 奇 异 ~ 
线性 一 


One-one — 138 


symmeiry - 131 一 :15 
many-one - 13% 
sinraular ~ 142 


non-—singular 142 


liiniear - 205 


匈 “ 线 性 变换 ”条 〈 八 划 ) 


洛 伦 兹 ~ 
便 等 ~ 
~ 的 乘积 
~ 的 像 


Lorentiz ~ 372 
identity - 141 
product of -s 139 


image under a - 138 


二 几 昌 得” 空间, @” Euclidean n-space 93 一 103 


奇异 变换 
奇异 矩阵 
奇 思 数 

奇 妓 换 

直角 坐标 系 
直 积 《和 ) 
群 的 ~~ 

势能 ~- 
拉 格 多 日 运动 方程 
拉 格 朗 日 算 子 
拉 瘟 尔 多 项 式 
Y 普 在 斯 方程 
转移 您 阵 

构 形 空间 
锋 数 

三 角 ~ 
奇 ~ 
特征 人 


。432。 


singular transforination 142 
sinigular matrix 240 
odd function 99 
odd permutation 181 
rectangular coordinate System 68,30F 
direct product (sum) 183 

-一 of groups 183 
potential energy 317 
Lagrange’s equation of motion 350 
Lagrangian 350 
Laguerre polynomial 102,117,122 
Laplace’s equation 10,97 
transition matrix 376 
configuration space 365 
function 
: trigonometrical - 97,117,122 
odd - 99 


eigenf unction 284 


4 殊 ~， 

偶 一 
非 负 二 次 现 
非 奇 异 弃 换 
非 奇 异 往 隆 
会 人 误差 
级 性 方程 组 


不 相 容 的 ~~ 


齐 次 ~ 

生态 的 ~ 
相 容 的 ~~ 
病态 的 一 
锋 价 的 一 


个 的 高 斯 化 简 法 


一 的 矩阵 


线性 方程 组 的 解 


线性 方程 组 的 特 解 
线性 方程 组 的 通 解 
和 ~ 的 舍 入 误差 


线性 无 区 
线性 关系 
线性 变换 
~ 的 法 则 
一 的 矩阵 
线性 组 合 
线性 相关 
.同期 
变换 的 ~ 


Special ~ 122 
eveca ~ 99 


non—negative quadratic form 345 


‘non—singular transformaticn 142 


non~—singular matrix 240 

TOUnding error 44 

system of linear equations 24—48 
inconsistent ~ 一 一 一 25 
homogeneous 一 一 一 一 25 
well-conditioned 一 一 ~ 一 45 
consistent 一 一 一 ~ 25 
ili-conditioned 一 一 一 一 45 
equivalent ~ 一 -- 27 
Gauss reduction method of a 

-~- 25 

matrix of a -~-— 26 

solution of a system of linear 
equations 24—48 
particular 一 一 一 一 一 一 24 
general -一 -一 一 一 一 24 
rounding errors il 一 一 一 一 一 ~ 一 

linear independence 53 

linear relation 53 

linear transformation 205 
law of a -~ 206 
matrix of a- - 207 

linear combination 49 

linear dependence 53 

period 144,168 : 


— of a transfvrination 1l144 


44 


ee 33 。 


群 的 元 素 的 一 


赤 
矩阵 的 ~ 
逆 
矩阵 的 ~ 
群 的 元 素 的 ~ 
置换 的 ~ 
洛 伦 兹 变换 
洛 伦 冀 群 
度量 
( 群 的 ) 人 恒 等 元 素 
恒等式 
雅 各 比 ~ 
重 等 变换 
便 等 矩阵 
轴 
主 ~ 


平面 滑 移 反 射 的 ~ 


旋转 一 
相对 论 
相关 系数 

相 取 

和 冠 阵 的 ~ 
相位 常数 
圭 闭 律 
向量 刘 靶 的 个 


~ of a group element 168 
Parameter 39 


九 好 


trace 286 
- of a matrix 236 
inverse . 、 
~ Of a matrix 240 一 253 
— of a group element 160 
-of a permutation 173 
Lorentz transformation 372 
Lorentz group 373 
metric 318 
identity {of a group} 160 
identity 89 
Jacobi —- 89 
identity transformation 132,141 
identity matrix 225 
axis 
principle — 197,339 
— of a planar glide reflectiom 146 
~ of a rotation 154 
relativity 369 
correlation coefficient 107 
similarity 295 
~ of matrices 295 
phase constant 292 
closure law 
—— for vector addition $8 


一 ~ for multiplication 8 


柯 西 不 等 式 

点 阵 
六 边 形 ~ 
正方 形 ~ 
布 拉 维 斯 ~ 


有 中 心 的 矩形 ~~ 


菱形 ~ 
点 积 

和 ~ 的 双 线 性 
点 群 

晶体 ~~ 
喘 射 

平面 的 ~ 
结合 律 

向 量 加 法 的 ~ 


问 量 纯 量 冬 法 的 ~ 


变换 乘积 的 ~ 
和 矩阵 乘法 的 
和 群 的 ~ 


消去 律 
浮 点 算法 
高 通 滤波 器 
高 斯 化 简 法 
衰减 常数 

朗 斯 基 行 列 式 
埃 尔 米 特 多 项 式 
按 尔 米 特 型 


Cauchy’s inequality 104 
lattice 191 一 193,195 
hexagonal - 192 
Square — 192 
Bravais ~ 195 
centred rectangular - 193 
rhombic - 192 
dot product 73 
bilinearity of ~ — 75 
point group 195 一 200 
erystallographic ~ - 196 
mapping 138 
— of the plane 138 
associative law 
一 - for vector addition 5 
一 ~ for scalar multiplication of 
Vectors 8 - 
- ~ for transformation product 140 
- - for matrix multiplication 215 - 


一 一 ina group 161 


十 划 


cancellation law 167 
floating point arithmetic 47 
high-pass f ilter 394 

Gauss reduction method 36 
attenuation constant 392 
Wronskian 279 

Hermite polynomial 100,120—122 


Hermitian form 237 


3435 。 


埃 尔 米 特 和 扎 趴 Hermitian matrix 237 
埃 尔 米 特 微 分 方程 Hermite differential equation 120 一 122 
格拉 姆 - 施 密 特 正 交 Gram-Schmidt orthogonalization 


化 过 程 _ process 112,125 
通 解 gencral solution 24 
线性 方程 组 的 全 -of a system of 1jnear eQua 一 
tions 24 
陪 集 coset 422 
圆 詹 曲线 conic 318,341—344 
秩 rank 422 
”矩阵 的 ~ - of a matrix 422 
倒 反 inversion 155 
入 中心 centre of - 155 
积分 不 等 式 inequality for inteerals 104 
矩阵 - matrix ， 
三 角 ~ triangular -~- 261 
切 变 的 ~ 全 ~ of a shear 209 . 
长 方 全 .. rectangular ~ 217 一 219 
反射 的 一 | — of a reflection 267;310 
正方 ~ square - 213 一 216,225 一 227 
焉 交 ~~ orthogonal 一 304,312 一 316 
正 交 射影 的 局 ~ of a perpendicular projectron 208 
正 的 ~ positive -~ 384 
对 角 ~ diagonal 一 262 、 
对 称 ~ | symmetric—235 
见 “ 实 对 称 拓 阵 ” 条 (人 
负 ~ negative ~ 228 
其 罗 和 ~ ~ conjugate -237,293 
传递 一 . . transraission — 386 
行 等 价 ~ row-eduivalent matrices 33 


A : 


初等 ~ elementary — 244 一 248 


西 ~ unitary — 312 一 316 
作 顺 一 adjoint ~- 277 
泡 利 自 旋 人 ~ Pauli spin ~ 241 
奇异 ~~ singular ~ 240 
转移 ~ transition -~ 376 
非 奇 异 ~ non-singilar ~ 240 
线性 方程 组 的 ~ =- of a system of linear equa- 
本 tions 26 
线性 变换 的 ~ -of a linear transformation 207 
逆 一 inverse 一 240 : 
人 恒 等 ~ identity — 225 
起 尔 米 特 忆 Hermitian - 237 
惯性 ~ inertia — 321,338 
旋转 的 一 ~ of a rotation 283,212,309 
阶梯 形 一 echelon ~ 31 
涡 机 人 ~ stochastic ~ 381 
笑称 一 skew-syinmetric ~ 239,321,327 
等 习 zero 一 225 
增 广 ~ ausgmented ~ 25 
置换 ~ permutation ~ 253 
简化 险 棋 形 人 reduced echelon - 31 
玉 的 对 角 化 diagonalization of a -297 一 298 ,327 一 334 
一 的 转 置 transpose of a - 231 
下 的 迹 trace of a - 286 
一 的 相似 similarity of matrices 295 
和 ~ 的 防 rank of a - 422 
~ 站 雍 spectrum of a ~ 280 
和 矩阵 加 法 matrix addition 228 
阜 尘 的 纯 量 黎 法 matrix scalar multiplication 228 


* 437 。 


矩阵 鳞 法 
一 的 结合 和 
和 矩 椭 球 
特征 方程 
特征 多 项 式 
特征 癌 县 


主 下 
实 对 称 和 矩阵 的 ~ 
特征 根 


实 对 称 和 矩阵 的 ~ 
特征 阻抗 
特征 函数 
特 解 
线性 方程 组 的 ~ 


乘积 
变换 的 ~ 
和 琵 阵 的 ~ 
置换 的 ~ 


惯性 积 


惯性 乱 (转动 惯量 》 


主 一 
惯性 矩阵 
旋转 
~ 的 -次 中 心 


» 438 。 


matrix multiplication 213—219,225—227 


asSOciative law for - - 215 
momental ellipsoid 344 ~ 
characteristic equation 286 
characteristic polynomial 286 
characteristic vector 或 eigen— 

vector 280 

dominant — 253 

~ of a real symmetric matrix 325 


latent root 280 


characteristic value 或 eigenvalue 280 


dominant ~ 353 
of a real symmetric matrix 324 
characteristic impedance 390 
eigenfunction 284 
particular solution 24 
—— of a system of linear equa- 
tions 24 
product 
— of transformations 139 
— of matrices 215—219,223—227 


-of perinutations 172 
十 一 划 


product of inertia 321 
moment of inertia 321,339 
principle ~ ~ ~ 339 
inertia matrix 321,338 
rotation 131,146 
n-fold centre of - 188 


一 的 2- 次 办， .. : nn-fold axis of - 154 
一 的 抢 阵 matrix of a — :-209,212,309 
入 轴 axis of a ~ 154- 
旋转 有 反射 ( 伪 旋 转 ) rotatory reflection (improper 
:Yotation) 153—154 


基 basis 60,67 

正 交 ~ orthogonal ~ 110 

正规 正 交 ~ orthomormal ~ 110 

向 量 空间 的 ~ ~ of a vector space 60,67 
勒 让 德 方 程 Legendre equation 118,122 
勒 让 德 多 项 式 Legendre polynomial 97,102,115,119,121—122 
篆 机 和 矩阵 stochastic matrix 381 i 
随机 游 动 random walk 379 
弹 贷 的 弹性 系数 stiffness of a spring 281 
侦 函 数 even function 99 
个 置换 even permutation 181 
维 数 dimension 62 

所 其 空间 的 ~ - of a vector space 62 

十 二 划 

缘 移 有 反射 glide reflection 146,157 

平面 和 ~ planar ~ - 146 

基本 ~ 一， ..; ‘basic —-—- 187 
雅 各 比 恒 等 ;Jacobi identity .89 
拭 离 distance 71;108 

两 向 量 闻 的 ~ ~ between vectors 71,108 
等 价 关 系 - equivalence relation 34,396 
等 价 的 线性 方程 组 。” equivalent systems of linear equa~ 

tions . 27. 

等 距 变换 isometry 145 一 159 


* 《39 。 


三 维 空 间 的 一 ~ in three dimensions: 153—159.. - 


反 ~ ”Opposite ~ :147 ,152 .., 
正 ~- direct 一 .147，153，… . .. 
平 胡 有 的 一 .~ of the plane 145—153- 
循 剑 (置换 》 cycle (permutation) 174 
循环 态 recurrent state ,.385. 
十 三 基 
滤波 问 filter 388 
低 通 ~ . low-pass - 392 
高 通 ~、 high-pass - 394 
下 电路 - circuit 388 
堆 zo 
和 一同 量 一 vector 8 
习 函 数 ~ function 10 
~ 外 人 阵 ~ matrix 225 
群 group. 160—200 | 
2 次 昔 位 根 的 一 - of n-th roots of unity 170 
二 刚体 玉 dihedral ~ 166,198 
八 面 体 ~~ octahedral — 200 
正 交 ~ orthogonal -~ 310 一 312 . 
-对称 ~~ symmetric -~ 179 . 
对 称 变换 ~ symmetry = 160,163 一 168,176 一 179,186 一 200 
平面 对 称 亦 换 一 plane symmetry 一 186 一 195: 
四 面体 ~~ tetrahedral - 177 多 
交代 ~ alternating — .183. 
艾 换 下 ”Comimniitative 一 163 ~ 
有 限 ~~ finite 161 . 
同 构 的 一 isomorphic -s 169 
空间 ~ space - 195 


“410 。 


荣 伦 兹 ~ 

点 下 

和 ~ 的 侍 成 元 与 定义 
关系 式 

~ 的 阶 

一 的 直 积 

殴 换 

奇 ~ 

偶 ~ 


谱 

矩阵 的 ~ 
模 

问 量 的 一 
增 广 秆 阵 
莅 定 说 方程 
了 豚 态 
螺旋 省 铸 


Lorentz ~ 373 
point ~ 195 一 200 


generators and defining rela- 


tions of a —- 165 
order of a~ 161 
direct product of ~s 

permutation 171 一 175 
odd ~ 181 
even - 181 
degree of a ~- 172 
-— matrix 253 


image 138 


183 


- under a transformation 138 


十 四 划 以 上 


spectrum 280 

一 of a matrix 280 
norm 96 

— of a vector 96 
augmented imatrix 26 
Schrodinger’s equation 
transient state 384 


Screw 156 


11i,97 
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